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Resumen— En este trabajo se describen los fun-
damentos para la comparación de heuŕısticas medi-
ante técnicas estad́ısticas incluyendo los contrastes
disponibles y las caracteŕısticas que los hacen apropi-
ados para las circunstancias más usuales. Se propone
el uso de unos contrastes no paramétricos sencillos,
seguros y robustos para la comparación estad́ıstica
de metaheuŕısticas sobre un conjunto de instancias:
el test de los rangos con signo de Wilcoxon para la
comparación de dos heuŕısticas y, para la compara-
ción de más de dos heuŕısticas, el test de Friedman
de comparaciones mútiples con los correspondientes
test a posteriori de Namenyi y de Bonferroni-Dunn
para establecer las conclusiones mediante los proce-
dimientos de Holm y de Hochberg. Se ejemplifica el
uso de estos contrastes sobre unos datos supuestos.

Palabras clave— Comparación de Heuŕısticas, Con-
trastes no paramétricos.

I. Introducción

En los últimos años, la comunidad de Meta-
heuŕıstica ha alcanzado un claro convencimiento de
la necesidad de aplicar técnicas estad́ısticas para va-
lidar los avances conseguidos. Esto es reflejo de cier-
ta madurez del área, del crecimiento continuo de la
capacidad de cómputo, del incremento de las apli-
caciones reales y de la disponibilidad de cada vez
más metaheuŕısticas. Las caracteŕısticas del campo
facilitan el desarrollo e implementación de nuevas
metaheuŕısticas o la modificación de las existentes,
y la realización de experimentos para establecer com-
paraciones entre ellas.

En un art́ıculo t́ıpico sobre metaheuŕısticas, se
propone un nuevo algoritmo metaheuŕıstico (fre-
cuentemente un h́ıbrido) o una versión de una meta-
heuŕıstica ya conocida; o se introduce una compo-
nente, o un nuevo paso (de pre-procesamiento, de
post-optimización o intermedio); y se realiza, expĺıci-
ta o impĺıcitamente, la hipótesis de que tal desarrollo
mejora el rendimiento de los algoritmos previamente
existentes. En otros art́ıculos, se proponen diversas
soluciones heuŕısticas alternativas para un problema
y el propósito es analizar cuál resuelve el problema
con éxito y cuál fracasa. Para la parte experimental
del estudio se selecciona un conjunto de instancias,
reales o generadas aleatoriamente, y sobre ellas se
ejecutan los algoritmos y se mide el rendimiento. El
trabajo suele incluir un conjunto de tablas con los in-
dicadores del rendimiento alcanzados por los algorit-
mos participantes en el estudio y, con algún proced-
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imiento de sentido común sobre la visualización de
esos indicadores o con la aplicación de alguna técnica
estad́ıstica, se determina si las diferencias observadas
pueden atribuirse al azar o son evidencia suficiente
de una diferencia real en el rendimiento de los algo-
ritmos. A partir de este análisis se realizan conclu-
siones en el sentido del objetivo propuesto, que se
suele concretar en que la propuesta realizada mejora
significativamente las anteriores. En otros estudios
se justifica la contribución del método propuesto con
una clara mejora en otras propiedades menos cuan-
tificables (simplicidad en el algoritmo o su imple-
mentación, menor número de parámetros a ajustar,
inspiración en la naturaleza) sin un empeoramiento
significativo en el indicador del rendimiento. Todas
estas conclusiones deben estar sustentadas en con-
trastes estad́ısticos rigurosos aplicados con impar-
cialidad en lugar de en la mera observación de tablas
numéricas de cierto tamaño.

Este tipo de situación, con sus propias particula-
ridades, se viene presentando desde hace much́ısimo
tiempo en las investigaciones de laboratorio de las
ciencias experimentales clásicas y en las pruebas
de los diseños prácticos realizados desde la inge-
nieŕıa. Por esto empezó a desarrollarse a princi-
pios del siglo XX la teoŕıa de los contrastes de
hipótesis estad́ısticos para realizar un planteamien-
to objetivo y fiable de las investigaciones. Se ha
estudiado la forma de diseñar los test apropiados
para realizar los contrastes en las circunstancias más
usuales para conseguir el máximo rendimiento de los
datos disponibles en la obtención de conclusiones con
las correspondientes garant́ıas.

En las siguientes secciones se analizan algunas
cuestiones de la elección del indicador del rendimien-
to y del planteamiento general de los contrastes de
hipótesis estad́ısticos para comparar heuŕısticas. Se
describen los contrastes de hipótesis paramétricos
y no paramétricos para comparar dos o más meta-
heuŕısticas sobre un conjunto de instancias. Se ana-
lizan las principales caracteŕısticas que los diferen-
cian: que suposiciones están detrás de cada test,
qué es lo que contrastan realmente y qué circunstan-
cias los hacen especialmente apropiados. El trabajo
finaliza con unas breves conclusiones.

II. Rendimiento de las metaheuŕısticas

La comparación entre las metaheuŕısticas debe
hacerse en términos del mayor o menor cumpli-
miento de las propiedades deseables; aquellas que
favorecen el interés práctico y teórico de las meta-



heuŕısticas (ver [14]). Indican direcciones a las que
dirigir los esfuerzos para contribuir al desarrollo
del área, pero no será posible mejorar todas las
propiedades a la vez. Unas propiedades son par-
cialmente contrapuestas pero otras están muy rela-
cionadas entre si y apuntan conjuntamente en un
mismo sentido. Esto permite agruparlas en torno a
ciertas caracteŕısticas, como la facilidad de su com-
prensión y aplicación (simplicidad, precisión y co-
herencia), las que propician su amplia aplicabilidad
(generalidad, adaptabilidad y robustez), las que fa-
vorecen su utilidad en Sistemas de Ayuda a la De-
cisión (interactividad, multiplicidad y autonomı́a) y,
finalmente, las que intervendŕıan en la evaluación de
su rendimiento práctico (eficiencia, efectividad y efi-
cacia).

Las propiedades cuantificables que pueden inter-
venir en la evaluación del rendimiento son la efi-
ciencia, la eficacia, la efectividad, y tal vez la ro-
bustez. Estas propiedades están muy relacionadas
y aunque frecuentemente no se establece una sep-
aración clara conviene distinguirlas y establecer pre-
cisamente qué miden. La eficiencia hace referencia a
la cantidad de recursos empleados (espacio y, princi-
palmente, tiempo) al actuar, la eficacia se relaciona
con la probabilidad de alcanzar una solución óptima
y la efectividad con la calidad de las soluciones pro-
puestas. La robustez refleja la variabilidad de com-
portamiento al modificarse las caracteŕısticas de las
instancias sobre las que se ejecuta.

Las magnitudes asociadas a estas propiedades
pueden ser fácilmente evaluadas en una ejecución de
la metaheuŕıstica y permiten establecer una fórmula
de computar un ı́ndice del rendimiento sobre una se-
rie de casos para, en base a ellos, establecer compara-
ciones. Las cantidades usadas pueden ser el valor de
la función objetivo alcanzada o, si se conoce el valor
óptimo, el tiempo empleado en alcanzarlo, o si no se
alcanza siempre, el número de veces que se alcanza
en un tiempo razonable, o la razón con respecto al
óptimo de la solución aportada. En el indicador del
rendimiento adoptado se puede hacer intervenir una
de ellas, o una combinación razonable de varias.

Para aplicar los contrastes estad́ısticos usuales
en las ciencias experimentales sólo se requiere que
los indicadores sean apropiados para comparar el
rendimiento de los algoritmos sobre cada instancia,
en el sentido de que un mayor valor de dicho indi-
cador es señal de un mejor rendimiento del algorit-
mo. Las conclusiones que estaŕıan soportadas por las
técnicas estad́ısticas son las de una mejora significa-
tiva de alguno de estos indicadores o las de inex-
istencia de un empeoramiento significativo. Estos y
otros aspectos de las cantidades medidas en los ex-
perimentos han sido analizadas en la literatura ([2]).

III. Contrastes de Hipótesis

La teoŕıa y la práctica del contraste de hipótesis
estad́ıstico surge a finales del siglo XIX gracias fun-

damentalmente a los trabajos de R.A. Fisher con el
siguiente planteamiento general [6]. En la situación
de partida de un estudio experimental se plantea una
hipótesis nula, denotada H0, que, como su nombre
indica, debe representar la situación previamente es-
tablecida o aquella que implica que las propuestas
contempladas en el estudio no suponen novedad o
mejora significativa, frente a la hipótesis contraria o
hipótesis alternativa, denotada H1. Esta hipótesis al-
ternativa puede ser tan general como el no cumplim-
iento completo de toda la hipótesis nula, pero, apoy-
ada o no en argumentos teóricos en la dirección de-
seada, viene a representar de forma muy concreta, los
planteamientos o conclusiones que se persigue sus-
tentar en el estudio estad́ıstico. En nuestro contexto
del estudio experimental del rendimiento de meta-
heuŕısticas, la hipótesis nula corresponde con la idea
de que la nueva heuŕıstica que se propone no supone
mejora con respecto a la solución estándar o las ya
conocidas con las que se trata de comparar, o, en el
caso de que se esté realizando un estudio para com-
parar entre śı varias propuestas heuŕısticas, corre-
sponde con que las diferencias observadas en su com-
portamiento se pueden atribuir al efecto del azar.
En el primero de estos casos, la hipótesis alternati-
va seŕıa que la nueva propuesta heuŕıstica realizada
supone una mejora, pudiéndose llegar a concretar
una medida de dicha mejora, y en el segundo ca-
so, que existe alguna diferencia, pudiéndose también
concretar dónde (entre qué par de propuestas) radi-
ca exactamente la diferencia e incluso alguna medida
de dicha diferencia.

Para contrastar estad́ısticamente una hipótesis nu-
la H0, frente a la hipótesis alternativa H1, se cons-
truye un test de hipótesis consistente en unas for-
mulas o mecanismo para, a partir de los datos
obtenidos, optar por rechazar o no rechazar la
hipótesis nula, aceptando la alternativa. En la prácti-
ca los tests de hipótesis se diseñan utilizando una o
más variables aleatorias cuyo comportamiento de-
penda de que sea cierta la hipótesis nula o la alter-
nativa. Estas variables se obtienen de alguna fórmula
aplicada a los datos obtenidos directamente de la ex-
perimentación, como son la media, la desviación t́ıpi-
ca o fórmulas similares, que se denominan estad́ısti-
cos. Estos estad́ısticos deben resumir los datos pero
construidos de forma que se extraiga la información
contenida en los datos que afecte a las hipótesis nula
y alternativa, para lo que existe una parte de la es-
tad́ıstica que se ocupa de ello. Una vez seleccionado
el estad́ıstico T en el que basar el test se determi-
na un conjunto R de posibles valores del estad́ıstico,
llamado región cŕıtica, para que, en el caso de que el
valor del estad́ıstico T esté en la región cŕıtica se opte
por rechazar la hipótesis nula en favor de la hipótesis
alternativa, que es aceptada. En caso contrario, no
se rechaza la hipótesis nula y por tanto no se acepta
la alternativa. Nótese que por la diferente naturaleza
de ambas hipótesis con respecto a los objetivos de la



investigación, se habla de rechazar o no la hipótesis
nula y de aceptar o no la hipótesis alternativa, evi-
tando otras expresiones. Conociendo cual debe ser el
comportamiento del estad́ıstico T dependiendo de si
es cierta la hipótesis nula o la alternativa, la región
cŕıtica se construye con aquellos valores que son muy
verośımiles para el estad́ıstico si es cierta la hipótesis
alternativa y muy poco verośımiles si es cierta la
hipótesis nula. Teniendo en cuenta el planteamiento
original del contraste de hipótesis se pueden come-
ter básicamente dos errores: el denominado error de
tipo I consistente en rechazar la hipótesis nula siendo
cierta y el error de tipo II consistente en no recha-
zarla siendo cierta la hipótesis alternativa. Con un
test de hipótesis basado en el estad́ıstico T y la re-
gión cŕıtica R, la probabilidad de cometer el error de
tipo I es Pr(T ∈ R|H0) y la probabilidad de cometer
el error de tipo II es Pr(T /∈ R|H1).

El nivel de confianza del test establece una cota
para la probabilidad, Pr(T ∈ R|H0), de cometer el
error de tipo I y la probabilidad, Pr(T ∈ R|H1), de
no cometer el error de tipo II se denomina poder o
potencia del test. El nivel de confianza se fija medi-
ante unos porcentajes próximos al 100 % y se denota
por 1 − α. Los valores usuales para α, denominado
nivel de significación, suelen ser de 0,01, 0,05 o 0,10
que expresados en porcentajes son el 1 %, el 5 % y
el 10 % y corresponden, respectivamente a niveles de
confianza del 99 %, del 95 % y del 90 %. El propósito
ideal con el diseño del test mediante la elección de T
y R es minimizar las dos probabilidades de error; sin
embargo, dado que esto no es posible en general, se
fija el nivel de significación α en un valor apropiado
y se trata de que la potencia, denotada por β, sea
máxima.

En muchos casos, las particularidades del proble-
ma permiten garantizar que la región cŕıtica apropi-
ada consiste en los valores del estad́ıstico que so-
brepasan un valor determinado, el valor cŕıtico. Por
tanto, la construcción del test consiste en, dado
el valor de α, obtener el valor cŕıtico tα, tal que
Pr(T > tα|H0) = α. Una vez realizado el exper-
imento, evaluando el estad́ıstico T en los datos se
obtiene el valor práctico t, entonces si t > tα se rec-
haza la hipótesis nula porque Pr(T > t|H0) ≤ α.
Sin embargo, una información más precisa del nivel
de confianza con el que se rechaza la hipótesis nu-
la, nos la da el cálculo preciso de esta probabilidad,
Pr(T > t|H0), que se denomina el p-valor de los
datos.

En general, la hipótesis nula no comprende una
única situación concreta sino un conjunto de el-
las por lo que estas probabilidades calculadas en el
supuesto de que sea cierta la hipótesis nula deben
calcularse en aquella situación de las comprendidas
dentro de la hipótesis nula más cercana a la alter-
nativa, en la que esta probabilidad que pretendemos
hacer tan pequeña como sea posible es máxima para
garantizar que la probabilidad de cometer el error de

tipo I nunca es superior al calculado.
Para realizar un análisis estad́ıstico sobre el

rendimiento, se supone que disponemos de los re-
sultados de la ejecución de k algoritmos heuŕısticos
para n instancias. Sea cji una medida del rendimien-
to del j-ésimo algoritmo sobre la i-ésima instancia.
La tarea consiste en contrastar estad́ısticamente si,
basado en los valores cji, se puede afirmar que el
rendimiento de los algoritmos es significativamente
diferente, y en caso de que el número de algoritmos
sea mayor que dos, cuales son los algoritmos cuyo
rendimiento es realmente diferente. De forma mucho
más ambiciosa se trata incluso de proporcionar una
medida o evaluación de esas diferencias. Sin embar-
go, estas afirmaciones no pueden realizarse de forma
aislada sin indicadores de las garant́ıas que aportan
los datos de que sean ciertas o del riesgo de que al-
guna sea incorrecta.

Frente a los datos de evaluación del rendimien-
to de algoritmos en una serie de instancias se
pueden plantear diversos contrastes de hipótesis
para realizar comparaciones objetivas y fiables. Esta
situación es similar a la que se suele presentar en la
ingenieŕıa y las ciencias experimentales, donde el uso
de técnicas estad́ısticas es más corriente. Por ejemp-
lo en las pruebas para validar el efecto de un nuevo
fármaco, la resistencia un nuevo material, los ben-
eficios de diversos tratamientos médicos, la calidad
obtenida con varios procesos de producción alterna-
tivos, etc. Los contrastes paramétricos son más cono-
cidos que los no parmétricos pero con la creciente
divulgación de éstos (ver [10], [18]) la elección en
cada circunstancia debe realizarse teniendo en cuen-
ta, además de las caracteŕısticas propias de los con-
trastes, lo que realmente miden los estad́ısticos y las
garant́ıas de que sean ciertas las suposiciones que se
asumen sobre los experimentos.

El cálculo de promedios entre los indicadores del
rendimiento en diferentes instancias implica una pos-
tura en las comparaciones que es, al menos, dis-
cutible; los rendimientos sobre instancias de distinta
dificultad o magnitud no son necesariamente con-
mensurables. Es poco frecuente que en las tablas con
valores del objetivo o tiempos de cómputo se ofrez-
can promedios; seguramente porque no se encuentra
justificación suficiente para su uso, y por tanto rec-
hazaŕıan procedimientos estad́ısticos que se basen en
ellos.

Los promedios están justificados si los algoritmos
se ejecutan sobre conjuntos de instancias relaciona-
dos, provenientes de un mismo contexto de apli-
cación o generadas al azar con las mismas carac-
teŕısticas o muy similares. En este caso está justifi-
cado promediar entre los indicadores del rendimien-
to para las instancias similares, como en la ejecución
repetida sobre una misma instancia de algoritmos
con alguna componente aleatoria.

Los promedios se ven también afectados por los
casos patológicos (outliers); permiten compensar un



resultado excelente con un conjunto amplio de ma-
los resultados o que un fracaso rotundo en un do-
minio prevalezca sobre buenos resultados sobre una
mayoŕıa de los demás dominios. Pueden existir cir-
cunstancias en las que este comportamiento sea de-
seable, mientras que generalmente se prefiere un
algoritmo que funciona bien en cuantos más ca-
sos mejor, lo que hace indeseable los promedios
(prevalece la eficacia sobre la efectividad).

IV. Comparación de dos algoritmos

Para empezar con la situación más sencilla,
supongamos que se ejecutan dos algoritmos A y A′

sobre un conjunto de n instancias y el rendimiento en
la i-ésima instancia es evaluado por los indicadores
c1i y c2i. Frente al test de la t de student basado
en la diferencia de los promedios, se proponen otros
dos tests no paramétricos: el test de los rangos con
signos de Wilcoxon [19] basado en la ordenación de
las diferencias y el test de los signos que sólo tienen
en cuenta el número de las diferencias positivas y
las negativas. Aunque estos tests son más débiles
(menos potentes) miden diferencias entre los algo-
ritmos desde otro punto de vista.

A. El test t para casos emparejados

Una forma usual de contrastar si las diferencias
entre dos variables (los indicadores del rendimiento
de dos algoritmos) en una muestra de casos (las in-
stancias) es atribuible al azar, es calcular el test t
para datos emparejados, que chequea si la diferencia
promedio es significativamente diferente de cero. La
diferencia en el rendimiento entre los dos algoritmos
en la i-ésima instancia es di = c2i − c1i. Si

d̄ =
1
n

n∑

i=1

di y σ2
d̄ =

1
n− 1

n∑

i=1

(di − d̄)2,

el estad́ıstico T = d̄/σd̄, se distribuye según la t de
Student con n−1 grados de libertad. Para contrastar
si existe diferencia entre el rendimiento de los dos
algoritmos se realiza un contraste bilateral y, fijado el
nivel α y encontrado en la tabla el valor cŕıtico tn,α/2,
se rechaza la hipótesis nula si |T | > tn,α/2. Para
contrastar que, por ejemplo, el segundo algoritmo
tiene mejor rendimiento que el primero se aplica un
contraste unilateral y, a partir del valor cŕıtico es
tn,α, se rechaza la hipótesis nula si T > tn,α.

Un primer inconveniente importante es que el test
t requiere que las diferencias sobre las distintas in-
stancias sean conmensurables; por tanto, es tan cues-
tionable como el cálculo de promedios entre instan-
cias. Además, a menos que el tamaño muestral sea
suficientemente grande (30 instancias), se requiere
también que la diferencia de las dos variables com-
paradas tenga distribución normal. No existe argu-
mento suficiente a favor de ésto en nuestro contex-
to y los tests de normalidad existentes, como el de
Kolmogorv-Smirnov, son poco potentes para mues-
tras pequeñas; es decir son incapaces de encontrar

anormalidades. Otro inconveniente es que el test t
se ve gravemente afectado por los casos patológicos
que sesgan el test quitándole potencia.

B. El Test de los rangos con signo de Wilcoxon

El test de los rangos con signos de Wilcoxon es
la alternativa no paramétrica al test de la t de Stu-
dent para casos emparejados. Para aplicar el test se
calculan los valores absolutos de las diferencias en el
rendimiento de dos algoritmos para cada instancia
y se ordenan de mayor a menor y se comparan los
lugares que ocupan las diferencias a favor de uno y
otro algoritmo. Formalmente, sea rang(di) la posi-
ción que ocupa |di| en esta ordenación, denomina-
do rango de di. Sea R+ y R−.las sumas respectivas
de los rangos de las diferencias positivas y negati-
vas. Los rangos de las diferencias nulas (di = 0) se
reparten entre ambas sumas; si hay un número impar
de ellas, se ignora una. Por tanto:

R+ =
∑

di>0

rang(di) +
1
2

∑

di=0

rang(di)

R− =
∑

di<0

rang(di) +
1
2

∑

di=0

rang(di)

Sea T = mı́n(R+, R−) la menor de las sumas.
Si la hipótesis nula es cierta T debe aproximarse a
n(n + 1)/4 y cuanto más diferente sea el rendimien-
to de ambos algoritmos, menor se será T . Muchos
textos de estad́ıstica incluyen valores cŕıticos exac-
tos para T para n hasta 25. Para un número mayor
de instancias, el estad́ıstico

z =
T − n(n + 1)/4√

n(n + 1)(2n + 1)/24

tiene distribución aproximadamente normal. Por
tanto, para α = 0,05, la hipótesis nula del contraste
bilateral se puede rechazar si z es menor −1,96.

TABLA I

Cálculo de los rangos.

i A A′ di rang(di)
1 972 981 +9 8
2 957 978 +21 10
3 954 971 +17 9
4 940 962 +22 11
5 936 931 −5 3,5
6 882 888 +6 5
7 775 838 +63 14
8 763 768 +5 3,5
9 678 678 0 1,5
10 661 668 +7 6
11 628 661 +33 12
12 619 666 +47 13
13 599 591 −8 7
14 583 583 0 1,5



Ejemplo. Para ilustrar la aplicación de los test no
paramétricos propuestos se usan datos supuestos
muy similares a los expuestos en [4]. Supongamos
que los datos de la tabla I corresponden a la com-
paración entre un algoritmo A y su mejora A′. Am-
bos algoritmos se ejecutaron sobre 14 instancias; se
muestran las diferencias y el rango cada una de ellas.
A las diferencias de igual magnitud se les asigna el
rango promedio entre las que le correspondeŕıan.

La suma de los rangos de las diferencias positivas
es R+ = 93 y la de las negativas es R− = 12, por
tanto, el valor práctico del estad́ıstico es T = 12. De
la tabla de valores cŕıticos exactos para el test de
Wilcoxon con n = 14 conjuntos y nivel de confianza
α = 0,05, se obtienen los valores cŕıticos 21 para el
contraste bilateral y 25 para el lateral. Por tanto,
en ambos casos se puede rechazar la hipótesis nula
y podemos aceptar que la diferencia entre los algo-
ritmos A y A′ es significativa y que el algoritmo A′

mejora significativamente al algoritmo A.
El test de los rangos con signo de Wilcoxon es

más sensible que el test t, requiere conmensurabil-
idad de las diferencias, pero sólo cualitativamente:
mayores diferencias cuentan más, lo que puede ser
deseable, pero se ignoran las magnitudes absolutas.
Desde el punto de vista estad́ıstico es más seguro
porque no se asume distribución normal. Los out-
liers tienen menos efecto que en el test de la t. El
test de Wilcoxon contempla diferencias continuas,
por tanto los ı́ndices de rendimiento no deben ser
redondeados ya que ello disminuiŕıa la potencia del
test debido al aumento artificial del número de em-
pates. Cuando se dan las condiciones del test de la t,
el test de Wilcoxon es menos potente, pero cuando
se incumplen puede ser más potente que el test t.

C. El test de los signos

Una forma sencilla y usual de comparar dos algo-
ritmos es contar el número de veces en las que uno
de ellos tiene mejor comportamiento que el otro. Ba-
jo la hipótesis nula de que ambos tienen el mismo
rendimiento, este número se aproximaŕıa a la mi-
tad de las veces, más concretamente, obedeceŕıa a
una distribución binomial con probabilidad de éxi-
to 0.5 y número de pruebas n. Los valores cŕıticos
de esta distribución se suelen encontrar tabulados
en cualquier libro de estad́ıstica. Cuando n es sufi-
cientemente grande, la distribución es aproximada-
mente normal con media n/2 y varianza n/4. Por
tanto, al nivel α, la hipótesis nula se puede rechazar,
aceptando que A′ es una mejora de A si el número
de veces que A′ gana al algoritmo A es al menos
n/2 + zα

√
n/2. Para α = 0,05, es zα = 1,96, lo que

ha dado origen a la regla rápida de n/2 +
√

n.

Ejemplo. De la tabla I, el número de victorias del
algoritmo A′ es 10, con dos empates. Los empates
se pueden repartir aunque lo más conservador es no
contarlos, en favor de la hipótesis nula. Por tanto,

repartiendo los empates se puede concluir que el al-
goritmo A′ es mejor que el A sólo al 90% de confi-
anza pero con la actitud conservadora no se puede
rechazar la hipótesis nula a este nivel. El correspon-
diente p-valor se obtiene buscando el valor de p tal
que n/2 + zp

√
n/2 = 10 con la tabla de la normal.

Este test no requiere ninguna conmensurabilidad
entre las diferencias ni normalidad en la distribu-
ción y por tanto es aplicable a cualquier conjunto
de instancias. Es más débil que el test de Wilcoxon.
Siguiendo el test de los signos se aceptaŕıa la su-
perioridad de la mejora frente al algoritmo original
si tiene mejor rendimiento en una mayoŕıa significa-
tiva de casos. Algunos autores argumentan además
que sólo se deben tener en cuenta las diferencias sig-
nificativas, y el umbral de significación se fija por
algún otro criterio; el contraste es similar y se puede
aplicar un test del mismo tipo.

V. Comparaciones Múltiples

Los tests de comparaciones por pares no han si-
do diseñados para obtener conclusiones sobre varias
variables. Para un estudio experimental con 7 algo-
ritmos, no parece razonable realizar las 21 compara-
ciones por pares posibles. Cuando se realiza un alto
número de contrastes, aunque todas las hipótesis nu-
las sean ciertas y el nivel de confianza en cada uno
de ellos sea razonable, la probabilidad de que alguna
sea rechazada por efectos del azar crece, siendo rela-
tivamente fácil llegar a la conclusión de que existen
diferencias, sin haberlas.

La realización simultánea de múltiples compara-
ciones es un tema importante en el contraste de
hipótesis estad́ıstica [8], [16]. Aunque recientemente
se tiende también a controlar la tasa de descubrim-
ientos falsos (porcentaje de hipótesis nulas errónea-
mente rechazadas), el objetivo tradicional es con-
trolar el error global, la probabilidad de cometer
al menos un error de tipo I en todas las compara-
ciones. La corrección de Bonferroni, consistente en
dividir el nivel α por el número de contrastes, es
conservativa y débil ya que asume la independencia
de las hipótesis. Existen procedimientos estad́ısticos
más especializados como el bien conocido Análisis de
la Varianza (ANOVA) y la alternativa no paramétri-
ca; el test de Friedman. Este último, y especialmente
su correspondiente test a posteriori de Nemenyi es
quizás menos conocido e infrecuente, aunque más re-
comendable. Además, para evitar la redundancia en
las conclusiones se utilizan procedimientos, como los
procedimientos de Holm y Hochberg, para organizar
el orden en el que se realizan los contrastes.

A. ANOVA

El método corriente para contrastar la existencia
de diferencias entre varias variables en un mismo
conjunto de casos es el ANOVA de bloques [6]. En
nuestro contexto, la hipótesis nula a contrastar es
que todos los algoritmos rinden igual y que las difer-



encias observadas entre los rendimientos mostrados
por los algoritmos son debidas al azar. El ANOVA di-
vide la variabilidad total del indicador del rendimien-
to en tres sumandos: la variabilidad entre algoritmos
(tratamientos en la terminoloǵıa usual en ANOVA),
la variabilidad entre instancias (bloques en la ter-
minoloǵıa ANOVA) y la variabilidad residual (o de
error). Si la variabilidad entre algoritmos es significa-
tivamente mayor que la variabilidad residual, pode-
mos rechazar la hipótesis nula y concluir que hay al-
guna diferencia entre los algoritmos. Este contraste
se realiza con la distribución F de Fisher-Snedecor y
en caso de rechazar la igualdad en el rendimiento de
los algoritmos, se puede proceder con un contraste
a posteriori para encontrar entre que pares de algo-
ritmos se presentan esas diferencias. Entre los mu-
chos tests para realizar esto en ANOVA, los dos más
corrientes son el test de Tuckey para comparar to-
dos los algoritmos entre si y el test de Dunnett para
compararlos con un algoritmo control (por ejemplo,
una heuŕıstica básica y algunas mejoras propuestas,
o comparar los algoritmos novedosos propuestos con
métodos existentes). Ambos métodos usan la esti-
mación de la desviación t́ıpica de la diferencia en-
tre los rendimientos de dos algoritmos dividiendo
la variabilidad residual por el número de instancias
menos uno. Para comparar pares de algoritmos, las
correspondientes diferencias en rendimiento se divi-
den por esta estimación y se comparan con el valor
cŕıtico.

Los tests usuales en ANOVA están basados en su-
posiciones que son previsiblemente violadas cuando
se analiza el rendimiento de algoritmos heuŕısticos
de optimización. Tales requerimientos del ANOVA
se refieren a la normalidad de las distribuciones, la
igualdad de varianzas y la independencia de las me-
didas. La violación de estas suposiciones perjudica
aún más a los contrastes a posteriori.

B. Test de Friedman

El test de Friedman [7] es un test no paramétri-
co correspondiente al test F en un ANOVA de blo-
ques. Se ordenan los k algoritmos separadamente
para cada instancia según el rendimiento alcanzado,
al mejor algoritmo tiene rango 1, el segundo mejor
rango 2 y aśı sucesivamente. En caso de empate se
asignan rangos intermedios. Sea ri

j el rango del j-
ésimo algoritmo sobre la i-ésima instancia. El test
de Friedman compara los rangos medios de los algo-

ritmos calculados por Rj =
1
n

n∑

i=1

ri
j .

Bajo la hipótesis nula, el rendimiento de todos los
algoritmos es el mismo y los rangos Rj deben ser
similares. El estad́ıstico

χ2
F =

12n

k(k + 1)




k∑

j=1

R2
j −

k(k + 1)2

4




propuesto por Friedman, se distribuye de acuerdo a

una χ2 con k − 1 grados de libertad, cuando n y k
son suficientemente grandes (como regla experimen-
tal práctica, n > 10 y k > 5). Para un número menor
de algoritmos y casos se han calculado los valores
cŕıticos exactos [17], [20]. Pero en [12] se propone un
estad́ıstico mejor, FF = (n−1)χ2

F

n(k−1)−χ2
F

que se distribuye
de acuerdo a la distribución F de Fisher-Snedecor
con k − 1 y (k − 1)(n − 1) grados de libertad. La
tabla con los valores cŕıticos puede encontrase en
cualquier libro de estad́ıstica. Como en las compara-
ciones por pares, el test no paramétrico de Fried-
man tiene teóricamente menos potencia que el test
F , cuando las suposiciones de ANOVA se verifican,
pero no ocurre aśı en caso contrario.

C. Contrastes a posteriori

Si se rechaza la hipótesis nula de equivalencia de
los rendimientos de los algoritmos, se puede proceder
a realizar contrastes a posteriori. El test de Nemenyi
[15] es similar al de Tukey para ANOVA y se usa para
comparar todos los algoritmos entre si. El rendimien-
to de dos algoritmos es significativamente diferente
si los rangos promedios difieren, al menos en el valor

cŕıtico CD = qα

√
k(k+1)

6n donde los valores cŕıticos
qα son los del estad́ıstico de rangos estudentizados
dividido por

√
2.

Para comparar los algoritmos con un algoritmo
de control se puede usar los métodos generales para
controlar los errores comunes como la corrección de
Bonferroni u otra similar que resulte más potente.
El estad́ıstico para comparar los rendimientos de los

algoritmos i-ésimo y j-ésimo es: Z =
Ri −Rj√

k(k+1)
6n

.

A partir del valor práctico z se encuentra el corres-
pondiente p-valor usando la distribución normal, que
es comparado con el nivel apropiado. Los tests se
diferencian en la forma en que ajustan el valor de α
para compensar las comparaciones múltiples.

El test de Bonferroni-Dunn [5] divide el valor de α
por el número de comparaciones realizadas. El méto-
do alternativo para realizar los mismos contrastes es
calcular la diferencia cŕıtica usando la misma fórmu-
la que para el test de Nemenyi, pero usando los val-
ores cŕıticos para α/(k−1). La comparación entre las
tablas de los test de Nemenyi y de Dunn muestran
que la potencia del test a posteriori es mucho may-
or cuando todos los algoritmos se comparan sólo con
uno de control y no entre ellos. Por tanto no se deben
hacer todas las comparaciones por pares cuando sólo
se trata de ver si un método novedoso propuesto es
mejor que los existentes.

A diferencia del procedimiento de Bonferroni-
Dunn que hace los contrastes de una vez, los pro-
cedimientos secuenciales hacia arriba (step − up) y
hacia abajo (step − down) contrastan las hipótesis
ordenadamente según el nivel. Denotaremos los p-
valores ordenados por p1, p2, ..., de forma que p1. ≤
p2 ≤ · · · ≤ ·pk−1. Dos métodos simples usuales son el



método descendente de Holm [11] y el ascendente de
Hochberg [9]. Ambos comparan cada pi con α/(k−i),
pero difieren en el orden de los tests. El proced-
imiento del test hacia abajo de Holm empieza con
el p-valor más significativo. Si p1 está por debajo de
α/(k−1), se rechaza la correspondiente hipótesis nu-
la y se procede a comparar p2 con α/(k − 2). Si se
rechaza la segunda hipótesis se procede con la ter-
cera, y aśı sucesivamente. Cuando una hipótesis nula
no pueda ser rechazada, no se rechaza ninguna de las
restantes. El procedimiento del test hacia arriba de
Hochberg trabaja en la dirección contraria, compara-
ndo el mayor p-valor con α, el siguiente más largo
con α/2 y aśı hasta que encuentre una hipótesis nu-
la que pueda rechazar. Entonces todas las hipótesis
con p-valor menor se rechazan también.

El procedimiento de Holm es más potente que el de
Bonferroni-Dunn y no hace ninguna suposición adi-
cional sobre las hipótesis contrastadas. La única ven-
taja del test de Bonferroni-Dunn parece ser que es
más fácil de describir y visualizar porque usa la mis-
ma diferencia cŕıtica para todas las comparaciones.
El método de Hochberg rechaza más hipótesis que
el de Holm. Aunque aqúı se describen los proced-
imientos de Holm y Hochberg como métodos para
realizar contrastes a posteriori para el contraste de
Friedman, pueden usarse cuando se contrastan a la
vez múltiples hipótesis posiblemente de varios tipos.

Algunas veces el test de Friedman encuentra unas
diferencias significativas pero los test a posteriori no
llegan a detectarla. Esto se debe a la menor poten-
cia de estos últimos. En este caso no se puede sacar
ninguna otra conclusión de que el comportamiento
de algunos algoritmos es diferente. En los experi-
mentos, esto sólo ocurre en unos pocos casos entre
miles.

Ejemplo. Consideremos los datos de la tabla II, que
supuestamente compara un algoritmo heuŕıstico A y
con dos mejoras, A1 y A2, obtenidas cada una por
la incorporación de una nueva componente, y con la
combinación de ambas mejoras (algoritmo A12). Los
rangos promedios proporcionan ya una idea intuiti-
va: los algoritmos A1 y A12 tienen rangos próximos
a 2 y los algoritmos A y A2 a 3.

El test de Friedman rechaza la igualdad si los
rangos medios medidos son significativamente difer-
entes del rango medio esperado bajo la hipótesis nu-
la para todos los algoritmos; R = 2,5. En este caso:
χ2

F = 8,85 y FF = 3,47. Con 4 algoritmos y 14 in-
stancias, FF se distribuye de acuerdo a la distribu-
ción F con 3 y 39 grados de libertad. El valor cŕıtico
de F (3, 39) al nivel α = 0,05 es 2,85 por lo que se
rechaza la hipótesis nula.

Los análisis a posteriores dependen de lo que se
pretenda estudiar. En ellos interviene la estimación

del error estándar SE =
√

4·5
6·14 = 0,49. Si no se dis-

tingue individualmente ningún algoritmo, se usa el
test de Nemenyi para las comparaciones por pares.

El valor cŕıtico es qα = 2,57 y la correspondiente
diferencia cŕıtica es CD = 2,57 · SE = 1,25. Puesto
que incluso la diferencia entre el mejor y el peor
rendimiento de los algoritmos es ya menor que este
valor se puede concluir que el test a posteriori no es
suficientemente potente para detectar ninguna difer-
encia significativa entre los algoritmos. Al nivel α =
0,10 la diferencia cŕıtica es CD = 2,29 · SE = 1,12.

Se pueden identificar dos grupos de algoritmos:
el rendimiento del algoritmo A es significativamente
peor que las mejoras A1 y A12, pero el algoritmo
A2 no se puede encuadrar claramente en ninguno de
estos grupos. La conclusión estad́ıstica correcta seŕıa
que los datos experimentales no son suficientes para
alcanzar una conclusión con respecto al algoritmo
A2. La otra hipótesis posible hecha antes de recoger
los datos seŕıa que es posible mejorar el rendimien-
to del algoritmo A ajustando algún parámetro. La
forma más fácil de verificar esto es calcular la difer-
encia cŕıtica con el test de Bonferroni-Dunn. En
la tabla correspondiente encontramos que el valor
cŕıtico q0,05 para 4 algoritmos es 2,39, y la diferencia
cŕıtica es CD = 2,39 · SE = 1,17.

El rendimiento del algoritmo A12 es significativa-
mente mejor que el algoritmo A (3,14− 1,96 > 1,17)
pero A2 no es significativamente mejor que el algorit-
mo A (3,14−2,89 < 1,17), mientras que el algoritmo
A1 está debajo de la diferencia cŕıtica, aunque cerca
de ella (3,14 − 2,00 < 1,17). Se puede concluir que
los experimentos muestran que la mejora “1” parece
que ayuda mientras que no se detecta ninguna mejo-
ra significativa con la mejora “2”.

Otro planteamiento factible es pretender que las
modificaciones propuestas mejoran el algoritmo ini-
cial A. Para ello se calculan y ordenan los es-
tad́ısticos y p valores correspondientes como aparece
en la tabla III. El procedimiento de Holm rec-
haza la primera hipótesis y entonces también la
segunda porque los correspondientes p-valores son
menores que los valores de α ajustados. La tercera
hipótesis no puede ser rechazada, si hubiera más
hipótesis tampoco se rechazaŕıan. El procedimiento
de Hochberg empieza por abajo. Incapaz de rechaz-
ar la última hipótesis, comprueba la penúltima, la
rechaza y con ella todas las hipótesis con p-valores
menores (mayores diferencias). Los procedimientos
hacia abajo y hacia arriba encuentran que A12 y A1
son significativamente diferentes de A, mientras que
el test de Bonferroni-Dunn test encuentra que los
algoritmos A y A2 son también similares.

El método ANOVA y el test de Friedman
pueden considerar observaciones múltiples por celda,
supuesto que las observaciones son independientes.
Este situación se presenta cuando se usan cojuntos
de instancias de las mismas caracteŕısticas o ejecu-
ción repetida sobre una misma instancia; los prome-
dios correspondientes se usan como indicadores del
rendimiento en cada conjunto.



TABLA II

Comparación de cuatro algoritmos.

i A A1 A2 A12
1 972 4 981 1 975 2 975 3
2 957 3 978 1 946 4 970 2
3 954 4 971 1 968 2 967 3
4 940 4 962 2,5 965 1 962 2,5
5 936 1 931 2,5 916 4 931 2,5
6 882 4 888 2 886 3 898 1
7 775 4 838 3 866 2 875 1
8 763 4 768 3 771 2 798 1
9 678 2,5 678 2,5 678 2,5 678 2,5
10 661 3 668 2 609 4 685 1
11 628 4 661 1 654 3 657 2
12 619 3 666 2 614 4 669 1
13 599 1 591 2 590 3 569 4
14 583 2,5 583 2,5 563 4 625 1

3,14 2,00 2,89 1,96

TABLA III

Contrastes a posteriori.

Alg Z = (R0 −Ri)/SE p α/i

1 A2
3,14− 2,89

0,49
= 0,51 0,607 0,050

2 A1
3,14− 2,00

0,49
= 2,33 0,019 0,025

3 A12
3,14− 1,96

0,49
= 2,41 0,016 0,017

VI. Conclusiones

Cada vez son menos las dificultades para aplicar
técnicas estad́ısticas en el análisis de los resultados
de los experimentos con heuŕısticas. En [3] se mues-
tran como reevaluar en esta ĺınea algunos experi-
mentos aparecidos en la literatura. Un trabajo más
extenso [1] analiza de forma más completa el uso del
análisis estad́ıstico en la comparación de heuŕısticas.
En la disyuntiva entre optar por métodos paramétri-
cos o no paramétricos hay que tener en cuenta que,
como regla general, un test no paramétrico tiene
teóricamente menos potencia que el correspondiente
test paramétrico, cuando las suposiciones de éste
se verifican, pero no ocurre aśı en caso contrario
[10], [18]. A pesar de todo, las conclusiones con am-
bas metodoloǵıas suele ser concordantes [17]. Estos
test no paramétrico son explićıtamente en [4] para
un contexto muy cercano y están siendo cada vez
más relevante en Genómica [13] donde se precisa re-
alizar una gran cantidad de contrastes de forma si-
multánea.
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