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ABSTRACT

In this paper we show how several duality tools are useful in the solution of the Simple Discrete
Location Problem. This is the public-sector discrete version of the most important location-allocation
problem, known by SPLP or UFLP. After a simple model introduction and using a very powerful
standard notation, we establish the most useful formulations and linear relaxations. The standard,
the reduced, the condensed and lagrangean dual problems are considered. We analyze the role of
the duality in the main solution procedures: subgradient optimization, decomposition method and
canonical reduction. We show how the dual ascent heuristic procedures, known as the most successful
methods for these problems, allow us to consider the problem from the heuristic point of view. Finally
we give some recommendations for the practical solving of a real problem with moderate size.

RESUMEN

En el presente trabajo se analiza la utilidad de las distintas formas de dualidad en la resolucién del
Problema de Localizacién Discreto Simple (PLDS). Este problema es la versién discreta para el sector
publico del problema de localizacién-asignacién mas importante, conocido internacionalmente por
SPLP o UFLP. Tras una sencilla introduccién del modelo simple y, utilizando una notacién estandar
muy potente, se establecen las formulaciones mas ttiles y las relajaciones lineales. Se establecen los
distintos problemas duales: estandar, reducido, condensados y lagrangiano. Se analiza el papel de
la dualidad en los principales procedimientos de solucién: el método del subgradiente, el método de
descomposicién y la reducciéon canodnica. Se muestra como los procedimientos duales ascendentes,
reconocidos como los de mayor éxito para estos problemas, permiten abordar el PLDS desde la per-
spectiva heuristica. Finalmente se ofrecen algunas recomendaciones al afrontar la resolucién préctica
de un problema real de dimensiones moderadas.
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1. Introduccion

Los Problemas de Localizacion aparecen al organizar sobre un determinado espacio la prestacion de un
servicio. Son problemas en los que hay que optimizar la localizaciéon o ubicacién de los puntos de servicio y algiun
otro aspecto de la organizacion del servicio. En los problemas de localizacién-asignacion hay que determinar
exclusivamente la ubicacion de los puntos de servicio y la forma en que se asignan cada una de las posibles
demandas a tales puntos. En los problemas que surgen en el sector ptublico, el objetivo consiste en minimizar
los costes globales que se producen (ver Thisse y Zoller (1983)). En los modelos més simples las asignaciones se
pueden realizar de forma directa, asignando toda demanda al punto de servicio que lo atiende con menor coste. El
problema simple estdndar aparece con Kuehn y Hamburger (1963) y Balinski (1965) y es conocido en la literatura
internacional por Simple Plant Location Problem (SPLP), o por Uncapacitated Facility Location Problem (UFLP)
(ver Krarup y Pruzan (1983) y Cornuejols et al. (1990)). Si las posibilidades se encuentran dentro de un conjunto
finito se trata de un modelo discreto. Al problema de optimizacién combinatoria correspondiente al modelo
simple discreto lo denominamos Problema de Localizacién Discreto Simple (PLDS).

1.1. El modelo discreto simple.

Los elementos bésicos del PLDS son: el conjunto L = {l; : j € J} de m puntos de localizacién, y
el conjunto D = {d; : i € I} de n puntos de demanda. Los gastos que origina la prestacién de un servicio
suelen tener dos componentes, una cantidad fija inicial, que depende de la ubicacién del servicio, y una cantidad
proporcional a la demanda atendida, donde la constante de proporcionalidad depende de la situacién relativa
entre el punto donde se produce la demanda y de la ubicacién del punto desde donde se le presta el servicio.
A partir del estudio de estos gastos se obtienen el coste c; asociado a la ubicacién de un punto de servicio en
el punto de localizacién [; y el coste c;; asociado a la asignacién de toda la demanda producida en el punto
de demanda d; a un punto de servicio ubicado en [;. Por tanto, los datos que especifican el problema vienen
dados por dos conjuntos de costes no negativos: los costes de localizacién c; = (¢; : j € J), y los costes de
asignacién c¢ry = (¢;;:i€1,j € J)*. Desde el punto de vista formal, los datos del problema vienen dados por
los costes: ¢ = (cz,cry).

La hipétesis de que los puntos de servicio pueden tener una capacidad ilimitada permite hacer dos obser-
vaciones que simplifican las alternativas: (i) cada punto de demanda se asigna a un tnico punto de servicio
que atenderd toda su demanda, y (i) una vez establecida la ubicacién de los puntos de servicio, cada punto de
demanda se asigna al punto de servicio de menor coste. Por tanto, cada una de las soluciones alternativas se
reduce a seleccionar el conjunto S de los indices de los puntos de localizacién donde ubicar puntos de servicio.
El coste global asociado a cada una de estas alternativas es:

El PLDS consiste en encontrar la solucién alternativa éptima determinada por el conjunto S* C J tal que:

1) o(S") = mine(S).

El PLDS es un problema de optimizacién combinatoria NP-duro al tener como caso particular el problema del
cubrimiento de un grafo por vértices (ver, por ejemplo, Cornuejols et al. (1990)).

1.2. Formulacion del problema.

Para expresar el problema (1) como un problema de optimizacién combinatoria o problema de pro-
gramacién 0-1 las soluciones alternativas se especifican por las variables de decisién binarias En el PLDS se
consideran las variable de decisién binarias z;, Vj € J, que especifican los puntos de localizacién seleccionados

*El emplear una sola letra ¢ para ambos tipos de costes simplifica la notacién y no tiene por que dar lugar a confusién puesto
que el nimero de indices diferencia ambos costes: cj, c;j. Mantener la letra c para todos los costes, la letra = para todas las variables
de decisién y la letra u para todas las variables duales permite ajustarnos a la notacién estandar en los problemas de programacion
lineal. Al poner como subindice un conjunto de indices se denota al conjunto o vector de los correspondientes elementos subindicados
por cada uno de los indices del conjunto; ay = (a; : i € I).



para ubicar puntos de servicio en ellos. Estas variables, llamadas variables de localizacién, vienen definidas
por

xj:=[j € S] = [l; es seleccionado], V j € J.
Entonces, se tiene la formulaciéon no lineal del PLDS como el siguiente problema de programacién 0-1 no
lineal o problema combinatorio no lineal:

Minimizar: Z = Z c;Ti + Z mlg Cij
(2) jEJ ier 7T

sujeto a: xz; € {0,1}, VjeJd
El espacio de soluciones consta de 2™ — 1 elementos que son todas soluciones factibles.

Para conseguir una formulacién del PLDS como un problema lineal se introduce un nuevo conjunto de
variables de decision para especificar la forma en que se asigna la demanda producida en cada punto de demanda
a los puntos de servicio. Estas variables, llamadas variables de asignacién, se denotan por x;;, Vi€ I, j € J
y especifican si la demanda del punto d; se asigna al punto de servicio ubicado en [;.

x;j := [d; es atendido por [;], Vie I, Vje J

Las alternativas tienen entonces dos componentes claramente diferenciadas: las localizaciones x; = (z; : j € J)
y las asignaciones xry = (2,5 : 4 € I,j € J), que constituyen la solucién z = (xs,z17).

El coste total asociado a cada soluciéon z se obtiene como la suma de los costes de localizacion y los de
asignacion por:

(3) () =D i+ Y cijxij
jeJ jeJ el

Las soluciones factibles son aquellas en las que todo punto de demanda esté asignado a algin punto de
localizacion seleccionado como puntos de servicio; es decir, en las que para cada ¢ € I existe algin j € J con
xz; =1y x;; = 1. Estas soluciones vienen establecidas por las restricciones:

(4) oay=1, Viel
JjeJ
(5) zij<wm;, Viel,Vjel

Ademaés de las restricciones implicitas de las variables binarias:

(6) zijx; €{0,1}, Viel,VjeJ

Se obtiene entonces la llamada formulacién estandar del PLDS al expresarlo como el problema de pro-
gramacion lineal 0-1 o problema de optimizacién combinatorio lineal consistente en minimizar (3) sujeto a (4),

(5) v (6) dado por:
Minimizar: Z = Z cjT; + Z Z CijTij
jeJ jeJiel
(7) sujeto a: Z:cl-j =1, Viel.
jeJ
rij < xj, Viel,VjeJ

l‘ij,IjG{O,l}, VZGI,VJEJ
Esta es la formulacién mas utilizada del PLDS y consta de m + nm variables binarias y n 4+ mn restricciones.
El tamaifio del conjunto de soluciones es 27("*+1) de las que son factibles (T) 1™ + (ZL) 2"+ L+ (2)m”

Sumando las restricciones de (5) que tienen un mismo {ndice j se obtiene el conjunto de restricciones:

(8) Zmij < nxj, Vijeld
icl

* . . . s . . s .
Las variables binarias o l6gicas toman los valores verdadero (=1) o falso (=0) por lo que se les puede asignar el resultado 16gico
de cualquier aseveracién que denotamos encerrada entre corchetes; cuando la aseveracion es cierta la variable toma el valor 1 y
toma el valor 0 en otro caso.



Teniendo en cuenta (6) se deduce que (8) también obliga a que z; = 1 si para algin ¢ € I es z;; = 1. Se obtiene
asi la formulacién agregada del PLDS como el siguiente problema de programacién lineal 0-1:

Minimizar: Z = Z cjrj + Z Z CijTij
jeJ jediel
sujeto a: inj =1, Viel.
(9) jes
injgnxj, Vijeld
i€l
l‘ij,JZjE{O,l}, VZ.EI,V.]'EJ.

El ntimero de restricciones del problema combinatorio se reduce drasticamente desde las n(m + 1) restricciones
de la formulacion estandar hasta las n 4+ m restricciones de la formulacion agregada.

Ejemplo: Consideremos el PLDS dado por los costes (cy, cry) siguientes:

02 2 2 8 2
5 0 8 5 2 2
CJ:[222333] Crjg = 36 01 3 6
5 2 3 3 11

Por tanto el nimero de localizaciones posibles es m = 6 y el de puntos de demanda es n = 4. La formulacién no
lineal tiene sélo 6 variables binarias. Las formulaciones estandar y agregada constan de 30 variables binarias.
El programa lineal estdandar tiene 28 restricciones y el programa agregado sélo 10. En ambos casos existen
230 ~ 10” soluciones de las que sélo 10752 son factibles. o

1.3. Relajacién Lineal.

La Relajacién lineal (continua) de un problema combinatorio se obtiene al sustituir en las restricciones
implicitas el conjunto binario {0, 1} por el intervalo [0, 1]. Esta relajacion se aplica a las distintas formulaciones
del PLDS reemplazando las restricciones implicitas (6) por el conjunto de restricciones:

(10) OS,TZ‘J‘,.’IJJ‘SL Viel,Vjeld

Las relajaciones del PLDS en sus formulaciones estdndar y agregada no coinciden, puesto que, aunque son
equivalentes los problemas de minimizar (3) sujeto a (4), (5) y (6) y de minimizar (3) sujeto a (4), (8) y (6); no
lo son las correspondientes relajaciones consistentes en minimizar (3) sujeto a (4), (5) y (10) y en minimizar (3)
sujeto a (4), (8) y (10), ya que (5) es més fuerte que (8). Por tanto se tienen dos problemas de programacién
lineal como relajaciones del PLDS que se denominan, respectivamente, Relajaciéon Lineal Fuerte (RLF) y
Relajacién Lineal Débil (RLD).

La RLF se expresa por:
Minimizar: Z = Z cjT; + Z Z CijTij
jeJ jediel
(11) sujeto a: inj =1, Viel.
jedJ
OS.Z‘MSZ‘]‘SI, VZ'EI,VjGJ.
En ambos problemas relajados, puesto que los costes son no negativos, las acotaciones por 1 de las variables

continuas en (10) son innecesarias, por lo que estas restricciones pueden sustituirse por las restricciones implicitas
de no negatividad de los problemas de programacion lineal:

(12) zij,sz(), VZEI,V]€J

Por tanto, la RLF queda reformulada por:

Minimizar: Z = g ¢z + g g CijTij

jed jeJ iel
(13) sujeto a: inj =1, Viel.
jedJ
Tij < xj, Viel,VjelJ

Oézi]ﬁxj, VZGI,VJEJ



y la RLD queda como un problema con sélo nm variables no negativas y n + m restricciones dado por:

Minimizar: Z = Z Cjxj + Z Z CijTij
jed jeJ iel
sujeto a: Zazij =1, Viel.
(14) jes
Zl‘uﬁ’ﬂl‘j, Vjed
i€l
xij,a:jz(), Viel,VjelJ

Aunque la RLD presenta la ventaja de que tiene una dimensién mucho menor que la RLF, suele ser mucho
mas util la RLF porque aporta més frecuentemente soluciones enteras que resuelven el PLDS y en caso contrario
aportan una cota mucho mas ajustada del valor éptimo del PLDS.

2. Dualidad.

Para aplicar la dualidad a la RLF (11) del PLDS se pone en la forma estdndar de la programacién lineal
(con desigualdades de >) separando el segundo conjunto de restricciones. La RLF se formula por:

Minimizar: Z = Z Ccjxj + Z Z CijTij
jeJs jeJ iel
sujeto a: Zmij =1, Viel.
(15) jed
{Ej—{I?Z']’Z(L Viel,Vjed
—x; > —1, Vjeld
ﬂi‘ij,l‘jzo, Viel,VjeJ

El problema dual de la RLF es

Maximizar: W = E U; — E Uj.

iel jeJ
sujeto a: —ui; +u; < ¢, Viel,VjeJ
(16) .
Zuij*ujﬁcj, Vjed

el
Oéuij,u]', Viel,Vjed

El dual reducido es el problema dual de la formulacién (13) de la RLF que viene dado por:

Maximizar: W = Z Us;
iel
sujeto a: —ui; +u; < ¢, Viel,VjeJ
(17) .
Zuijgcj, Vjed
iel

Oguij, Viel,VjeJ

2.1. Duales condensados.

En el problema dual estdndar (16) se pueden realizar algunas simplificaciones. Dado wu; s, para maximizar
W se minimiza u;, entonces por el segundo conjunto de restricciones (denotando por (a)* = méx{a,0}) es:
u; = (E Usj — cj)+, V j € J. Ademads, dado uj, para minimizar w; se minimizan los wuyy, entonces por
i€l

*En la notacién de los duales continuamos ajustdndonos a la notacién estdndar al mantener exclusivamente la letra u para
designar las variables duales. Aparecen, por ahora tres tipos de variables duales también distinguidas por sus indices u;, u; y ;.
Aunque ahora dos de estos grupos de variables distintas con un sélo subindice no hay lugar a confusién si continuamos con la
exclusividad de las letras i y j para los subindices correspondientes.



el primer conjunto de restricciones de (16) es: u;; = (u; — ¢;;)7, Vi € I,j € J. Por tanto, V j € J es:

u; = (Z(ul —¢;j)t —¢;)". Se obtiene entonces el problema dual condensado que queda formulado como:
i€l

+
S

i€l jeJ \iel

En el problema dual (16) de la RLF se tiene que, si para algin j € J es u; = (Z(ul —cij)t =)t >0
il

entonces existe un ¢ € I con u; — ¢;; > 0. Por tanto, si disminuye u; una cantidad A entonces al menos u;
también disminuye en A, con lo que el objetivo W en (16) no disminuye. Por tanto, existe una solucién éptima
del dual con u; = 0,V j € J. De aqui, se obtiene también la formulacién reducida del dual (17). En este
problema dual, si para algin i € I es u; < ¢;;, V j € J, entonces u; puede aumentar manteniendo el segundo
conjunto de restricciones de (17) y en beneficio del objetivo W. Por tanto, existe una solucién éptima donde,
para cada i € I es u; > 1;11611]1 cij y ademds, u;; = (u; — ¢;;)", V j € J. De donde se obtiene la segunda forma

condensada del dual formulado por:

Maximizar: W(ur) = Zul
iel
jeto a: ;> minc;; Viel.
(19) sujeto a U; = Ijng}l Cij, 1€
Z(Ui - Ci]‘)+ —¢; < 0, Vjed
iel

Hay que destacar que las dos formas condensadas son problemas no lineales pero con sélo n variables no
restringidas en signo.

2.2. Dual Lagrangiano.

El problema dual lagrangiano del PLDS se obtiene al aplicar la dualidad lagrangiana (Geoffrion, 1974)
a la formulacién esténdar (7) del PLDS mediante la dualizacién las restricciones de igualdad (4) multiplicindolas
por las correspondientes variables duales e incorporandolas a la funcién objetivo. Se obtiene el problema com-
binatorio o problema de programacién lineal 0-1:

Minimizar: Z ¢y + Z Z Cij%ij + Z u; (1 — Z Zij)
(20) jeJ jeJ i€l i€l jeJ
sujeto a: zij < xj, Viel,Vjeld
l‘ij,(EjG{O,l}, VZQI,V]GJ

De la segunda forma condensada del dual (19) se tiene, para cada conjunto de valores uy, una cota del primal

(11), la RLF del PLDS, dada por W(uy) = Zul El dual lagrangiano (20) proporciona también una cota del
icl
PLDS, para cada uy, que se puede expresar por:

(21) L(uy) = Zui + min chxj + ZZ(Cij — ;)T
jeJ

rxry<wx
iel fr=%s jed iel

Si las variables duales u; satisfacen el primer conjunto de restricciones de (19), u; > minc;;, entonces el
jeJ

problema lagrangiano (20) correspondiente es un problema combinatorio resoluble directamente teniendo en
cuenta el signo de los coeficientes de las variables en la funcién objetivo de (21) expresada como en (21). Si la
solucién viene dada por:

Viel,jeJ:  xy:=[u > cyl;
Vjed: Tji= [Z(Uz *Cij)+ = Cj]v

iel



entonces la cota vuelve a ser: L(uy) = E u;. Esta solucion satisface las condiciones de holguras complementarias:
i€l

(Z(Ui —cij)T —¢j) x; =0, VjeL

icl

Por tanto, una buena solucién del primal se obtendria de la solucién 6ptima del dual por:

CCj = [Z(Ut — C,L'j)Jr = Cj], VJ S J

3. Meétodos Duales de Solucion.

La mayoria de los métodos directos (no basados en la dualidad) se centran en la formulacién estdndar (7)
del PLDS. La cuestién principal en estos procedimientos es que, al analizar la RLF (11) del PLDS. se observa
que, aunque el poliedro de las soluciones factibles tiene vértices fraccionarios, el resoluciéon del problema da
muy frecuentemente soluciones ptimas enteras (ReVelle y Swaim, 1970). Adem4ds, aunque dicha solucién sea
fraccionaria, da una cota muy ajustada del PLDS, por lo que, la ramificacién y acotacién terminard en pocos
nodos de enumeracién. Sin embargo, tiene el inconveniente de que hay un gran niimero de restricciones (5). Los
procedimientos més comunes de solucién consisten en ramificar en las x; y buscar acotaciones por la RLD (14)
(ver Khumawala (1972)). Por otro lado, las restricciones (5) generalizan las de acotacién de variables, ya que las
cotas de las variables vienen dadas por otras variables. Por tanto se puede adaptar la aplicacion del método del
simplex para variables acotadas (ver Schorage (1975)) o introducirlas como cortes al ser violadas (ver Morris
(1978)). Sin embargo, en los procedimientos de mayor éxito se emplea la dualidad.

3.1. El subgradiente.

Al expresar el dual lagrangiano (20) del PLDS como la funcién en las variables duales u; dada por:

(22) L(uy) zglgij Zc]x]—&-ZZc”x”—FZuz —inj) )

jeJ iel icl jeJ

resulta el minimo entre un conjunto finito de funciones lineales, por tanto es una funcién lineal a trozos y
convexa. Por ello se ha propuesto aplicar el algoritmo del subgradiente que es eficiente para este tipo de funcién
objetivo (Cornuejols et al. (1990)). Se trata de una generalizacién del método del gradiente para minimizar
funciones convexas no lineales suaves; la direccion del gradiente es sustituida por la del subgradiente en los
puntos de no diferenciabilidad (Held et al. (1974)).

Dada la solucién dual u’; en la iteraciéon k del método del subgradiente, se genera una nueva soluciéon dual
por u’f“ = u¥ + +*OL(u}), donde 7* es la amplitud de paso y OL(us) es el subgradiente de L(.) en el punto
uy. El subgradiente estd constituido por el cono generado por las soluciones éptimas del lagrangiano; es decir,

la direcciones de componentes dadas por

8L(u1)i =1- foj,Vz el,
jeJ

para cada una de las soluciones éptimas (z%, 27 ;) del correspondiente problema dual lagrangiano (20).



3.2. Descomposicién.

Una vez establecidas las localizaciones por x;, el problema de determinar la asignacién éptima de la
demanda de cada punto d; se puede formular como el problema lineal 0-1 en las variables z;; dado por:

Minimizar: Z CijTij
jeJ
(23) sujeto a: Zl‘z’j =1,
jeJ

Tij < Xy, Vjeld
Tij € {O, 1}, Vijed

Notese que en este problema combinatorio el indice ¢ esta fijo y los valores x ;7 son constantes, las inicas variables
de decisién son ;.

La relajacién lineal de (23) se obtiene al sustituir las restricciones implicitas binarias de los problemas 0-1
por las restricciones implicitas de no negatividad de los problemas de programacion lineal consistente en:

Minimizar: Vi = Z CijTij
jeJ
(24) sujeto a: Zmij =1,
jeJ
Tij S Zj, VJ S J.

xijZO, V]éJ

En la relajacién lineal continua del PLDS, y de los problemas derivados como en (24), el significado de un
valor fraccionario en una variable es el de una proporcién de la demanda respectiva. Si la variable x; no es
entera, a l; sélo se le puede asignar hasta una proporcién z; de la demanda de cualquier punto d;.

Denotemos por V;(x ;) al correspondiente valor éptimo del problema (24) que da el coste de atender, con la
asignacion éptima, la demanda del punto d; con las localizaciones x s, aiin cuando las variables x ;y tengan valores
fraccionarios. Si las variables de localizacién x; tienen valores enteros (z; € {0,1}, Vj € J), las asignaciones
optimas x;; se obtienen asignando toda la demanda de d; al punto de servicio mas econémico por

Ty = [cij = ;nlg Cij)-
J—

Sin embargo, la solucién éptima de la relajacién lineal (24), ain cuando x; sea fraccionario, se puede seguir
calculando de forma directa al asignar toda la proporciéon de la demanda posible al punto de servicio mas
econémico hasta agotar la demanda. Entonces, V;(x ;) como funcién de x; en [0, 1]7 es convexa y lineal a trozos.
Por tanto, la RLF (11) del PLDS se reformula como

@) i Pea) =g 2 e
i J

que es un problema de minimizar una funcién convexa lineal a trozos con restricciones simples.

Este problema se resuelve por el método del subgradiente. La j-ésima componente del subgradiente es:

(26) 0;Z(xs) = 0iVi(xs) + ¢

i€l
Para obtener 0;V;(z) hay que hacer un sencillo anélisis paramétrico del problema de programacion lineal (24)
en el término de la derecha, que es el que depende de z ;. Sea c;;, el coste de la variable x;; en el que se agota
la demanda de d; al construir la asignacién éptima que da V;(z ;). Entonces 8;Vi(zs) = (¢ij — ¢ijy) "

La reformulacién (25) de la RLF del PLDS se puede exponer como el problema en las variables Vi y z;
siguiente:
Minimizar: 7 = Z Vi + Z CjT;
(27) ) i€l jeJ )
sujeto a: Vi > Vi(xy), Viel.
0 S CCj, Vj S J



Cada V;(z ) se puede calcular por el dual de (24) que es:

Maximizar: W, =u; — E T U

28 . jed
(28) sujeto a: U — Ui < Cijs Vjed

uijZO, V]éJ

Donde la solucién 6ptima verifica u;; = (u; — cij)+, lo que lo convierte en un problema sélo en la variable dual
libre u;. Entonces:

— 4 +
Vi(zy) = MAX { U — E xj(u; — ¢ij) ,
’ jed
que es el maximo de una funcién lineal a trozos. Los cambios de pendiente de esta funcién estan en los valores
u; = ¢, para j € J. Por tanto:

(29) Vilzs) = méx  cix = ;%(Cik — i)t
J

La formulacién de la RLF del PLDS por (27) se reformula con la igualdad (29) como el problema en las
variables V; y z; dado por:

Minimizar: 7 = Z Vi + Z CjT;
il jed
(30) sujeto a: Vi + ij(cik — cij)+ > Cik, Viel,Vkel.
jeJ

0 < ay, Vjed

Se tienen n + m variables y mn restricciones que se pueden interpretar como cortes a introducir sélo cuando
sean violadas. Se pueden desarrollar desigualdades aun mds fuerte (ver Magnanti y Wong (1981)).

3.3. Reduccion Canoénica.

Se realiza una reformulacién del PLDS por agregacion y disgregacion de la demanda de la forma siguiente.
La agregacién de los puntos de demanda ds y d; consiste en sustituirlos por d; con costes: ¢;; = cg5+c¢;, V j € J.
La disgregacién del punto de demanda d; en dy y d; consiste en sustituirlo por dy y d; con: ¢;; = cg5 + ¢y,
V 5 € J. La agregacion de los puntos de demanda d, y d; supone que ambos deben atenderse obligatoriamente
desde el mismo punto de servicio, la disgregaciéon de d; permite que parte de su demanda pueda ser atendida
por puntos de servicio distintos. Si la demanda tiene que fraccionarse (0 < z; < 1) la disgregacién abre mas
posibilidades. Entonces

(31) Vi(xy) > Vi(xy) + Vi(zs), VYayel0,1].

Por tanto, la agregaciéon produce una supraestimacion del coste y la disgregacion produce una subestimacién.
En general se verifica (31); se dice que la agregacién o disgregacién es vélida si:

(32) Vi(zy) = Vilzy) + Vi(zy), Vasel0,1].

La asignacién 6ptima de la demanda de cada punto d; se realiza eligiendo sucesivamente el punto de local-
izacién I; de menor coste al que se le asigna toda la demanda posible de d; hasta agotarla. Si estas elecciones
para los puntos ds y d; pueden hacerse coincidir entonces su agregacién es valida. Si un punto d; se disgrega en
los puntos ds y d; de forma que coincidan estas elecciones, la disgregacién es valida. Para cada i € I, sea J* el
conjunto de las reordenaciones (j1, ja, ..., jn) de J = {1,2,...,n} tales que: ¢;5, < ¢ij, < ... < ¢4, . El conjunto
J? estd constituido por las permutaciones de indices resultantes al ordenar de menor a mayor la fila i-ésima de
la matriz de costes de asignacion; ordenando de forma arbitraria los costes iguales. Estas reordenaciones dan
las posibles secuencias de elecciones 6ptimas de los puntos de servicio para atender el punto de demanda d;.
Entonces se tienen las siguientes agregaciones y disgregaciones vélidas: (i) si J* N J* # () entonces la agregacién
de ds y d; es valida, y (i7) si J' N J* N J! # () entonces la disgregacién de d; en d, y d; es vélida.



Cada punto de demanda d;, ¢ € I, en cuya fila existan al menos dos costes distintos no nulos se disgrega
iterativamente en dos puntos de demanda d, y d; de la forma siguiente. Sea » = min ¢;;. Entonces se toman

Cij>
los costes de asignacién de d, dados por: ¢g; = r - [c;;j > 0]. y los costes de asignacién de d; dados por:
ctj i= (¢;j — 1) - [eij > 0]. Nétese que J; € J* N J* por lo que las disgregaciones son vélidas. Esta disgregacion
se aplica recursivamente hasta descomponer cada punto de demanda d; en un conjunto D; de, a lo sumo, m — 1
filas. Para cada una de estas filas ¢ existe un conjunto de indices k C J y un valor r, > 0 tales que:

. 0 si jeT.
Cijrn'[.?¢T}{,rT si ]%T

Ejemplo. Si la fila i, reordenada de acuerdo a J* es (c;1, i, ¢i3, cia) = (1,4,4,6) entonces el punto de demanda
d; se disgrega en ds y d; con las filas

(651,052,653,654) - (17 13 17 ]-) y (Ctlvct2a6t37ct4) - (0737335)

Y esta dltima fila se disgrega en (0,3,3,3) v (0,0,0,2). Por tanto, el punto de demanda d; con costes (1,4,4,6)
se puede sustituir por tres puntos de demanda con costes (1,1,1,1), (0,3,3,3) y (0,0,0,2). o

Una vez disgregados todos los puntos de demanda, se agregan las filas o puntos de demanda ds y d; con
valores nulos en las mismas columnas; es decir, tales que c;; = 0 & ¢ =0, V 5 € J. Esta agregacién es vélida.
Ademas, todo punto de demanda con coste constante puede eliminarse.

La matriz de costes de asignacién C = ¢y ; se reduce a la matriz R llamada reduccién candnica de C. La
matriz R tiene, a lo sumo, m(n — 1) filas y cada fila es un punto de demanda ficticio d,; que representa a un
conjunto s, ) C k C J, con costes: r; =71y - [j ¢ K.

Ejemplo: La matriz C' de los costes de asignacién del ejemplo se transforma en la matriz candnica R por:

[0 2 2 2 2 2

0000 6 0
5 0 2 9 9 9 02 2 2 2 2
0000 6 0

303 300
0 0 30 0 0 20 2 2 2 2
02 2 2 8 2 40 440 0
50 8 5 2 2 003000

07360136H118311H110111*R'

5 23311 22 00 2 2
03000 3 0300 0 3
111111 ;ééégg
111100 L |

101100

(2 0000 0

<

Cada punto de demanda d,; se puede asignar con coste nulo a cualquier punto de localizacién I; con j € k.
Por tanto, dado x; € [0,1]7, el coste de la asignacién de d, es sélo la parte que no se puede atender con
los puntos de servicio I; con j € k. Luego, si 1 < ij entonces la demanda de d,; es atendida gratis (con

JER
coste 0). En otro caso, la cantidad 1 — ij es la fraccién de la demanda de d, no satisfecha. Por tanto,

JER
Vi(zy) = re(l — Z z;)". De donde, denotando z,, = (1 — Z z;)", se puede calcular V,(z ), para cada punto
JER JjER
de demanda d,, por el problema:
Minimizar: 7 =TT
(33) sujeto a: T, > ij — 1.
JER
z, > 0.



Sea I la familia de subconjuntos x de J representados en la matriz de costes canénica R. Entonces la RLF
(11) del PLDS se puede formular por:

Minimizar: Z = Z TeXs + Z Cix;
KEK jedJ
(34) sujeto a: T, — Zacj > —1, VkekK.
JER

T, T >0, Veel,Vjeld
El dual de este problema de programacion lineal es:

Maximizar: W =— Z Uy
KREK
(35) sujeto a: Zun <¢j, VielJ

KDjJ
0<u, <rg, VkeK.

Este programa dual tiene, a lo sumo, del orden de mn variables y m restricciones (ademds de las de acotacién de
variables). Se trata de la formulacién mds compacta conocida del PLDS. Ademas es la formulacién més répida
para aplicar el simplex con variables acotadas (Cornuejols et al. 1980). Tiene ventajas computacionales respecto
a otras reformulaciones (Simao y Thizy, 1986)

4. Heuristicas.

4.1. Heuristicas Primales.

Para la aplicacién de heuristicas primales se considera la formulacién del PLDS como el problema com-
binatorio (1). Existen diversas estrategias heuristicas de bisqueda fundamentales para ir modificando una
solucién S de un problema de localizacién-asignacién en busca de una solucién éptima (ver, Moreno et al. (1995)
o Moreno (1995)). Estas estrategias de busqueda estédn basadas en movimientos elementales sobre el espacio de
soluciones que, para el PLDS son principalmente de tres tipos: apertura, cierre e traslado. La apertura de un
punto de servicio en [;, j ¢ S, consiste en hacer S < S + {j}. El cierre del punto de servicio ubicado de I,
keS, es: S~ S —{k}. El traslado de un punto de servicio desde I hasta l;, j ¢ S, k € S, consiste en: hacer
S —85+{j} - {k}

Las estrategias heuristicas voraces y ansiosas tratan de aplicar movimientos para mejorar la soluciéon mientras
sea posible. Ambas estan basadas en un andlisis de todos los movimientos aplicables a la solucién actual. La
estrategia voraz (greedy) aplica el movimiento que produce la mayor mejora, mientras que la estrategia ansiosa
aplica el primer movimiento de mejora que encuentra. Si s6lo se consideran movimientos de apertura se suele
comenzar con la solucién vacfa (S = @) y si se consideran s6lo movimientos de cierre con la solucién completa
(S = J), pero en general se pueden considerar los tres tipos de movimientos y partir de cualquier solucién. La
heuristica voraz de apertura fue uno de las primeras formas que se consideraron para abordar estos problemas
(Kuehn y Hamburger (1963)). Sin embargo, en la actualidad se estdn aplicando con éxito, al igual que a otros
muchos problemas de optimizacion combinatoria dificiles, diversas metaheuristicas como los Redes Neuronales,
Algoritmos Genéticos, bisquedas Tabt, Recristalizacién Simulada, e incluso procedimientos de integracién entre
ellas (ver Moreno (1995)).

4.2. Heuristicas Duales Ascendentes.

Los procedimientos heuristicos duales ascendentes, como el propuesto por Bilde y Krarup (1977) y, en
especial el algoritmo DUALOC de Erlenkotter (1978), y las diferentes mejoras aparecidas, estdn reconocidos
undnimemente como la herramienta de mds éxito para este problema. Se considera la RLF (13) y su dual (17)
que, tomando u;; = (u; — ¢;;) T, queda en la segunda forma condensada (19). Denotando las holguras por:

(36) Sj(UI) =Cj — Z(ul — Cij)+ >0, V] e J
i€l



el dual condensado se puede reformular como:

Maximizar: W(ur) = Z U;
icl
sujeto a: sj(ur) >0, Vied

Los procedimientos duales ascendentes consisten en incrementar repetidamente el valor de la funcién
objetivo del dual aumentando variables w; hasta que todas queden bloqueadas por las restricciones (36) al
anular las holguras.

En el dual (17), dado ur; > 0, para maximizar W (uy) se toma, del primer conjunto de restricciones,

(37) w; :=min{c;; + ugj}, Viel.
JjeJ

Se dice que la asignacién de d; a l; (o simplemente de ¢ a j) es valida si es en j donde se alcanza el minimo
en esta ecuacién; u; = c¢;; + u;;. Sea, para cada ¢ € I, el conjunto de asignaciones validas de ¢ dado por:
Ji=A{j e J:u=cij +uij}

El procedimiento dual ascendente originalmente parte de u;; = 0, Vi € I,5 € J. Por tanto, u; = mf? Cij,
JE
Vi € I. Sin embargo, se podria empezar con otros valores tales que con u; > mi? ¢ij, Vi € I. En cada iteracién
JjeE

del procedimiento dual ascendente se incrementan variables duales u; dadas por (37) aumentando algunas w;;
en una cantidad 6 > 0. Para aumentar la variable u; hay que incrementar, al menos, los u;; de las asignaciones
validas de i; es decir, las de j € J;. A menos que J; = J, aparece una nueva asignacién valida de 7 si se toma

como valor de § la diferencia al valor ¢;; inmediato superior a u;, es decir, 6 = min ¢;; — u;. Este incremento
u;<Cij

se puede llevar a cabo siempre que se mantengan las restricciones de las holguras (36); en otro caso, el aumento
queda bloqueado por alguna de estas restricciones. Entonces el incremento ¢ es el maximo permitido por ellas;
es decir, 0 = ml’Jn{cj — Zu”} Sea Jt:={je J: Zuij = ¢;} el conjunto de las localizaciones esenciales
ISP : :
el el
que corresponden a las holguras anuladas. El proceso se detiene si J* N J; # 0, Vi € I ya que en tal caso todas
las u; estan bloqueadas.

Entonces, V i € I, existe una asignacién valida de JT, por tanto se tiene una solucién del primal (la RLF del
PLDS) y del PLDS seleccionando las localizaciones esenciales y realizando asignaciones validas. Formalmente,
las asignaciones vélidas 6ptimas de cada i € I vienen dadas por: Jf ={jeinJ": cij = mi}l cij}, Viel
Jjedi -

Entonces la solucién del PLDS dada por *
Tj = [j€J+], V]GJ
=€), VjieJ Viel

verifica (por las definiciones de J* y Jf ) las condiciones de holguras complementarias de la RLF (13) y el dual
reducido (17):

(38) (Cij + U5 — ui)xij =0, Viel, VjeJ
(39) (Cj - Zuij)xj =0, Vjed
i€l

Si ademas verifica las condiciones de holguras complementarias:
(40) (IL‘]‘ — xij)uij = 0, Vi € I, V] € J.

entonces se tiene una solucién 6ptima para el PLDS. En otro caso, se produce una abertura entre el dual y el
primal; el ajuste dual trata de cerrar esta abertura.

Para realizar este ajuste se observa lo siguiente. Si se viola la igualdad (40) para algin i € I, entonces
i debe tener al menos dos asignaciones véalidas ya que u;; > 0 sélo para asignaciones vélidas y sélo se hace
una asignacién de 7; z;; = 1 para un solo j € J. Por tanto, se rebaja u; al valor anterior disminuyendo
simultdneamente todos los u;;, para j € J;, en una misma cantidad J (con lo que u; decrecera en ¢). Entonces

* . . .
si hay empates se elige uno cualquiera



se produce una holgura en la correspondiente restriccién s; = ¢; — ZUU > 0 de (36) y se vuelve entonces a
iel

aplicar el procedimiento dual ascendente (posiblemente con otra ;) que vuelve a alcanzar o superar el valor del

dual anterior W.

Si el dual ascendente y el ajuste no consiguen cerrar la abertura entonces se entra en un proceso de
ramificacién aprovechando las cotas aportadas.

4.3. Mejoras heuristicas de los duales ascendentes.

Por lo general casi siempre es posible una ejecucion del dual ascendente que consigue cerrar la abertura. En
estos procedimientos queda margen para realizar el proceso de distintas maneras y de aprovechar la informacion
disponible para mejorar la eficiencia empirica del procedimiento dual ascendente y de la ramificaciéon posterior.
Por ejemplo, el algoritmo DUALOC original ramifica en el menor coste del punto de servicio de J;r que contribuye
a la violacion de la condiciéon de holgura complementaria.

Existen diversas propuestas heuristicas para mejorar la eficiencia empirica de los procedimientos ascendentes
del dual. En Korkel (1989) se propone un procedimiento dual multi-ascendente que acelera el célculo de la
primera cota inferior y permite empezar con un incremento mayor en el dual ascendente. Para ello, no se calculan
las modificaciones en las holguras s; sino que sélo se acumula la disminucién total de los s;. Se utiliza un criterio
heuristico para detener el procedimiento con el que no se garantiza s; > 0; sino que se mantiene cerca de la
factibilidad y se completa con un proceso descendente en busca de la factibilidad. Se alterna en el orden de
seleccion de las u; que se elevan en cada iteracién y se restringen a un subconjunto de I mediante un test que
descarta las u; bloqueadas a priori.

Para mejorar el ajuste primal-dual, Roy y Erlenkotter (1982) propusieron recalcular la solucién del primal
cada vez que se modifica la del dual. Korkel (1989) propone ademds un ajuste multiple primal-dual que
modifica varias variables u; a la vez cuando se comienza muy lejos de la region factible.

En cuanto a las ramificaciones, se ha propuesto aplicar el criterio de elegir el subproblema de la minima
cota inferior (MLB), lo que produce un rapido aumento de la cota inferior. Otras propuestas implican ramificar
en la localizacién que da lugar a una mayor holgura s; prefiriendo variables esenciales.

5. Recomendaciones practicas.

Al enfrentarse a un problema concreto de un tamano moderado se puede intentar resolver la RLF por
cualquier programa de programacién lineal lo que puede proporcionar, si la solucién es entera, la solucion
optima del PLDS y en caso contrario una muy buena acotacién. Esta resoluciéon de la RLF se puede incluir
en un esquema de ramificacién y acotacion para acortar considerablemente la enumeracién de soluciones. Si el
nimero de restricciones de la RLF lo hace inabordable por un programa estandar, se puede resolver la RLD e
ir introduciendo las restricciones de la RLF violadas como cortes. Sin embargo, es conveniente obtener el valor
optimo de la RLF a través de alguno de los problemas duales que tienen unas dimensiones menores lo que
facilitaria su resolucién por programas estandares de programacion lineal. Otra posibilidad consiste en realizar
la reduccién candnica para obtener un problema de dimensiones méas moderadas.

Si no se dispone de un programa de programacion lineal estandar que aplicar, uno de los procedimientos
mas faciles de implementar es el método del subgradiente para la dualidad lagrangiana. En todo caso, seria
importante tener la garantia de disponer pronto, al menos, de una buena solucién. Para ello se podria aplicar
una de las heuristicas primales que son facilmente implementables. Sin embargo es més eficiente aplicar alguno de
los procedimientos duales ascendentes que proporcionan también muy rapidamente una primera buena solucién
del PLDS.

Entre los procedimientos especiales, el algoritmo DUALOC ha conseguido una justificada fama y esta gen-
eralmente disponible en FORTRAN. Para problemas de gran tamano, una modificacién heuristica (como la de
Korkel (1989)) puede resultar conveniente.
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