Interaccion y construccion significativa del conocimiento:
notas tedricas y una practica educativa

Juan Antonio Garcia Cruz y Antonio Martinon

Universidad de La Laguna

Garcia Cruz, J.A. y Martinon, A. (1998). 'Interaccion y construccion significativa
del conocimiento: notas tedricas y una practica educativa'. UNO. Revista de
Didactica de las Matematicas, n° 16, pp.85-100.




Interaccion y construccion significativa del conocimiento:

notas tedricas y una practica educativa
Juan Antonio Garcia Cruz y Antonio Martinon
Universidad de La Laguna

En este articulo presentamos algunas notas tedricas sobre la interaccion en el aula
asi como de las normas sociales y sociomatematicas que la regulan. Estas normas
juegan un papel importante en la construccion significativa del conocimiento y permite
avanzar desde el propio conocimiento mostrado por los alumnos de forma espontanea
en una situacién de resolucién de problemas. Damos cuenta también de algunos hechos
acaecidos durante una experiencia de aula sobre problemas de generalizacion lineal
(pautas lineales) que fue desarrollada segun las normas propias de la interaccion.

In this paper we outline some theoretical ideas on classroom interaction, and also
about socio and sociomathematical norms which regulate that interaction. These norms
play an important role in students’ significative knowledge construction, and allow
students -when solving problems spontaneously- to develop their own knowledge from
the previous one. We also give some examples from a classroom experience on linear
generalizing problems which was conducted following the interaction’s norms.

Introduccion

La construccion significativa del conocimiento por parte de los alumnos es una de
las ideas centrales de la reforma educativa que esta en marcha, en nuestro pais y en
otros. Tal reforma supone, entre otras cosas, un cambio profundo de la vision que se
tiene del alumno, al que no se le debe contemplar como un recipiente pasivo a llenar de
conocimiento, sino como constructor activo del mismo. Siguiendo a Anthony (1996),
este nuevo punto de vista se apoya en los tres siguientes principios acerca del
aprendizaje:

1. El aprendizaje es un proceso de construccion del conocimiento y no de mera

retencion y absorcion del mismo.

2. El aprendizaje es dependiente del conocimiento previo del alumno, pues este

utiliza el conocimiento que ya posee para construir nuevo conocimiento.

3. El alumno puede llegar a ser consciente de sus procesos cognitivos, asi como

desarrollar la capacidad de controlarlos y regularlos; tal autoconciencia influye de

forma significativa en el aprendizaje.
El primer principio concede al alumno un papel de actor, y no de mero observador, en el
proceso de ensefianza y aprendizaje. Este principio implica revisar los papeles del
profesor y del alumno en la clase.

El segundo principio llama la atencion sobre la importancia del conocimiento
previo del alumno, también del conocimiento imperfecto, el que ain no esta bien
construido. Todos los profesores tenemos ejemplos de uso inapropiado del
conocimiento, de los errores con los algoritmos y destrezas béasicas, de la mala
interpretacion de los simbolos matematicos. Podemos contemplarlos como resultados
defectuosos del aprendizaje, que nos obligan a retroceder para corregirlos, pero también
podemos cambiar de enfoque, de forma que actuando sobre la situacion y
modificandola, se facilite la continuacién del aprendizaje; a tal fin procede preguntarnos



¢como identificamos los errores cometidos por los alumnos?, ¢como podemos utilizar
las expresiones inapropiadas del conocimiento para llegar a acuerdos y significados que
posibiliten la continuidad en el aprendizaje?, ¢qué dificultades encuentran los alumnos
ante las intervenciones del profesor?, ¢qué entienden cuando el profesor introduce una
nueva notacion o da un nuevo significado a notaciones ya conocidas?

El tercer principio nos lleva a la autonomia en la construccion del conocimiento por
los alumnos. En una nueva situacion, yo, como aprendiz, debo ser capaz de discernir lo
importante de lo accesorio, de reflexionar sobre lo que se ha hecho, por qué se ha hecho
asi y no de otra forma, de entender por qué no se ha hecho como habia pensado
inicialmente, de comprender la relevancia que tiene una observacion realizada por otro,
de comunicar qué he hecho, por qué lo he hecho y en la forma en que lo presento. Todas
estas habilidades metacognitivas son claves en el aprendizaje y deberian ser tenidas en
cuenta como elementos propios de la instruccion. El desarrollo de tales capacidades
debe formar parte de la instruccion y no considerarlas como algo que se da por hecho,
que se espera a que con el tiempo el alumno las adquiera, no se sabe muy bien como.

Los anteriores principios establecen una nueva vision del proceso de ensefianza y
aprendizaje que se denomina interaccién. Asi, la ensefianza se convierte en los intentos
de organizar un proceso interactivo y reflexivo, con el profesor empefiado
continuamente en actividades diferenciadas y actualizadas con los estudiantes, y no solo
en la transmision, introduccion o redescubrimiento de un conocimiento objetivamente
codificado y dado de antemano. Por otro lado, el aprendizaje resulta ser el proceso
personal de construccion significativa del conocimiento, para lo que se necesita
participacion activa, en vez de una simple recepcion de normas y conocimiento
objetivado (Bauersfeld, 1994).

En este articulo presentamos una experiencia de interaccion con problemas de
generalizacion lineal, realizada con alumnos de 15-16 afios, asi como los resultados de
una encuesta exploratoria previa que se realiz6 con esos alumnos.

Normas sociales y normas sociomatematicas

En el aula, como espacio en el que se desarrolla el proceso de ensefianza y
aprendizaje, hay normas que regulan las relaciones entre los alumnos, entre éstos y el
profesor, y entre todos ellos y la disciplina en estudio. Tales normas constituyen una
microcultura de aula y son parte esencial del proceso educativo. Desde la perspectiva
interaccionista, los profesores y alumnos deben involucrarse conjuntamente en el
proceso de ensefianza y aprendizaje, asi que las normas deben facilitar la participacion
de los alumnos en el proceso de interaccion. Para ello, las normas deben ser objeto de
negociacion entre los actores, para que sean aceptadas por todos.

Existen normas sociales, independientes de la materia en estudio (historia, lengua,
matematicas...). He aqui algunas de ellas que deberian seguirse en la interaccion (en
matematicas o en cualquier otra asignatura): los alumnos deben argumentar sus
opiniones y criterios, y la forma como han llegado a ellos; cuando se esta discutiendo
una situacion, los alumnos deben participar, procurando aportar enfoques y
consideraciones diferentes de las ya expuestas; cuando un alumno expone sus criterios,
opiniones, soluciones... debe dirigirse al conjunto de la clase y no solo al profesor.

También existen normas propias de cada una de las disciplinas escolares. Asi, las
normas sociomatematicas son las que rigen de modo especifico la actividad matematica
que desarrollan los estudiantes (Yackel y Cobb, 1996). Entre ellas se encuentran las que
se refieren a decidir lo que constituye una explicacion matematica aceptable, asi como
lo que puede entenderse por una solucion matematica a un problema y por una solucion
diferente a una dada. Por ejemplo, una buena explicacién matematica es aquella en la



que los alumnos no se limitan a explicitar como realizan un calculo concreto, sino que
explican cémo llegaron a que habia que realizar tal calculo.

Las normas de la interacciéon suponen para el profesor un papel bien diferente al
habitual. Seguira siendo el representante de las matematicas establecidas, pero debe ser
algo mas que el transmisor de esa cultura y evaluador del aprendizaje de los alumnos.
Debera luchar contra un obstaculo dificil de erradicar: los estudiantes buscaran en su
autoridad la aprobacién expresa de sus actos; la larga tradicion de clases dirigidas por el
profesor, en las que se presentan conceptos y convenciones matematicas con escasa
base concreta y familiar para los alumnos, ha creado en los mismos la disposicion a
intentar imaginar qué es lo que el profesor quiere que digan y hagan, en vez de construir
significados de tal forma que los conceptos y convenciones cobren sentido personal.
Ademas, el profesor debera romper con la tradicion de que so6lo los argumentos de
autoridad (porque es asi, porque asi ha sido siempre asi, porque en el libro de texto
viene asi, porque yo soy el profesor) determinan cuando acaba una discusion; lo que es
una solucién matematica, lo que significa una solucién matematica diferente o lo que
constituye una explicacion matematicamente aceptable, debera ser argumentado y
discutido de forma significativa y relevante para los alumnos. Es decir, en la
microcultura de la interaccidn no existe un criterio previo sobre qué debe entenderse por
una solucion matematica a un problema o lo que constituye una explicacion matematica;
por el contrario, tal significado debera ser negociado entre los alumnos y el profesor.

Las normas de la interaccion también afectan al papel tradicional de los alumnos.
Un punto de partida es que el alumno sea capaz de generar sus propias y personales
formas de resolver un problema; es decir, utilizar con confianza sus conocimientos
matematicos, en vez de esperar del profesor o de un compafiero las instrucciones
precisas, el procedimiento, para llegar a la solucién. Una vez alcanzada una solucion
propia, no necesariamente precisa, el alumno debe estar en condiciones de comunicar
sus hallazgos, lo cual le llevara a distinguir qué es lo que constituye una explicacion o
justificacion aceptable, asi como a elaborar la base de los significados que se comparten
para la efectiva comunicacion en el aula. Pero, ademas, deberé obligarse a si mismo a
dar sentido propio a las explicaciones aportadas por otros alumnos, asi como a las
criticas y argumentaciones que se produzcan contra la posicién que ha mantenido
durante la exposicion. Explicar, justificar y argumentar los propios hallazgos, asi como
comprender, criticar y argumentar los hallazgos de otros, requiere que las propias
explicaciones sean objeto de reflexion personal. Tales esfuerzos permiten el desarrollo
de habilidades metacognitivas que son necesarias para un correcto desarrollo y progreso
en el aprendizaje, pues cuando uno empieza a considerar lo adecuado de una
explicacion para los otros, y no sélo para uno mismo, la explicacion se convierte en
objeto explicito del propio discurso (Feldman, 1987, citado por Yackel y Cobb). Luego,
un aspecto importante de la discusion, tanto como la misma solucion, es también lo
adecuado o no de la propia explicacion, y tal conciencia requiere del desarrollo y
gjercicio de la actividad metacognitiva que facilita la profunda comprensién, tanto de la
solucion como del proceso que a ella lleva.

Problemas de generalizacion lineal

Mas adelante describimos una experiencia realizada en el marco de una investigacion
sobre la generalizacion en problemas de pautas lineales, llamados en la literatura didactica
problemas de generalizacion lineal (Lee y Wheeller, 1987, citado por Stacey). Ahora
veremos ciertos aspectos de estos problemas. En la figura 1 se da uno de ellos.

En ellos, hay un texto relativo a una situacion que se representa en unos dibujos
ilustrativos. Se trata de una sucesion aritmeéticaf(n) =an+b (n =1, 2, 3, ...), de diferencia



a 'y primer término a + b, siendo a y b enteros, de modo que f(n) >0,a >0y b Z0. Son
conocidos los primeros términos de la sucesion, f(1), f(2),..., y se piden los valores de f(n)
para ciertos n. Existen dos ambitos bien diferenciados y que los alumnos, por lo general,
distinguen: por un lado la sucesién numerica y por otro los objetos representados
mediante los dibujos.

Un arbol de tamafio 1 necesita 3 luces.
Un arbol de tamafio 2 necesita 7 luces.
Un arbol de tamafio 3 necesita 11 luces.

1. ¢ Cuantas luces necesitara un arbol de tamafio 4?

2. ¢ Cuantas luces necesitara un arbol de tamafio 5?

3. ¢ Cuantas luces necesitara un arbol de tamafio 10?

4. ; Cuantas luces necesitara un arbol de tamafio 20

5. ¢ Cuantas luces necesitara un arbol de tamafio n?

Explica como respondes a las cuestiones utilizando tus propias palabras.

(figura 1)

Resultados de otra investigacion realizada en nuestro pais por otros autores, sobre
los mismos contenidos, han sido publicadas en esta misma revista (Castro Martinez y
Rico Romero, 1994). Nuestras investigaciones previas sobre la resolucion espontanea
de esta clase de problemas, por alumnos de diferentes niveles de la educacién
secundaria (12-18 afios), basadas en pruebas escritas y entrevistas semiestructuradas
(Garcia Cruz y Martinon, 1996a, 1996b, 1997), nos han permitido obtener las
conclusiones que ahora exponemos.

Generalmente, los alumnos utilizan o el &ambito numérico o el &mbito grafico para
resolver cuestiones sencillas, de caracter introductorio o “de calentamiento”, como es el
calculo de cuantos elementos tendrd un objeto de tamafio 5, 6, e incluso 10. Asi,
realizan un dibujo del tamafo requerido y proceden a contar sobre él, o extienden la
sucesion hasta el término (tamafio del objeto) apropiado, no siendo tales estrategias de
solucion, obviamente, generalizables.

Tras las cuestiones introductorias se les plantea a los alumnos el célculo de los
elementos de un objeto de tamafio medio, como ¢cuantos elementos tiene un objeto de
tamafio 20? Se trata de una cuestion denominada por Stacey (1989) de generalizacién
lejana, ante la cual resulta arduo utilizar una estrategia de recuento directo como las
utilizadas en las cuestiones introductorias. Por lo general, ante las cuestiones de
generalizacion lejana, una mayoria de alumnos utilizan estrategias de recuento indirecto
tanto correctas como incorrectas. Estas Gltimas, casi siempre derivan del empleo de la
regla de tres o de algin razonamiento de proporcionalidad directa.



Encuesta exploratoria.

Al grupo de alumnos con el que se iba a realizar la experiencia se le pasé una
encuesta por escrito de caracter exploratorio consistente en el problema del arbol de
Navidad (figura 1). EIl grupo estaba formado por los 17 alumnos de la asignatura
Matematicas A (poco formales), correspondiente al 4° nivel de la Ensefianza Secundaria
Obligatoria (15-16 afios), perteneciente a un Instituto de Educacion Secundaria de una
zona urbana de la isla de Tenerife.

Las soluciones dadas por los alumnos a la pregunta 4, ¢ Cuéntas luces necesitara un
arbol de tamarfio 20?, pueden clasificarse del siguiente modo:

* 1 no respondio
» 5 extendieron la sucesion hasta el término 20
» 5 dieron soluciones correctas mediante recuentos indirectos
» 6 emplearon reglas de tres, o expresiones que suponen asimilar la situacion
dada a una de proporcionalidad directa (el arbol de tamafio 20 tiene el doble
de luces que el de tamafio 10)
Las respuestas dadas a la pregunta 5, ¢ Cuantas luces necesitara un arbol de tamafio n?,
se agrupan tal como se indica a continuacion:
* 7 no respondieron
» 2 solicitaron el valor de n
» 1 respondi6 que hay que sumar 4 al término anterior, pero que necesitaba
conocer este
» 2 dijeron que utilizarian la regla de tres si supieran el valor de n; uno de ellos
dio la solucion x = 19n/5
» 4 dieron la expresion correcta 4n-1

Una vez analizados los datos anteriores, se planifico la intervencion en el aula segun
las ideas expuestas en las secciones anteriores. Es decir, intentariamos abordar situaciones
problematicas de generalizacion lineal en un aula, conforme a las normas sociales y
sociomatematicas propias de la interaccion. Concretamente, tal como ya se ha dicho, habia
que evitar que los alumnos buscaran la autoridad del profesor cuando dudaran de las
soluciones y estrategias propias empleadas al resolver un problema. En este sentido, sus
intervenciones no deberian dirigirse al profesor pidiendo implicitamente su aprobacion
0 no. Por otro lado, los alumnos deberian modificar su habitual actitud pasiva. Nuestra
intencion, por el contrario, era que el papel del profesor fuera el de mediador entre el
conocimiento de partida de los alumnos y el objetivo de alcanzar una comprension
profunda de las pautas lineales. Esta comprension deberia ser del tipo relacional, es
decir, los alumnos deberian saber en cada problema qué hacer y por qué (Skemp, 1976).
Para ello deberiamos, en primer lugar, dejar clara la norma social de que todo alumno
tiene el deber de participar, aportando soluciones diferentes a las ya dadas y explicar su
forma particular de resolver un problema. En segundo lugar, nos propusimos no dar
ningun criterio previo sobre las normas sociomatemaéticas relativas a qué es una
solucion diferente, qué es una explicaciobn matematicamente aceptable, qué es una
estrategia generalizable, en qué consiste una estrategia correcta y qué es una estrategia
diferente; pretendiamos que dichos términos y conceptos surgieran y se aclararan
mediante la discusién en clase. Por ultimo, deberiamos facilitar la comunicacion
promoviendo la intervencién de la mayoria de los alumnos.

Desarrollo de las sesiones de aula

La experiencia fue realizada por el primero de los autores, durante tres sesiones de
cuarenta y cinco minutos. Por motivos de espacio no daremos cuenta exhaustiva de la
misma, sino que elegiremos algunos de los episodios que hemos estimado mas relevantes.



La primera situacion propuesta fue la de las baldosas cuadradas (figura 2). Tanto
esta como la siguiente situacion se han adaptado de Swan (1984). Formulamos la
hipétesis previa de que el dibujo es un medio que proporciona seguridad a los alumnos
para construir la generalizacion.

P

(figura 2)

La pregunta inicial fue “¢cuantas baldosas cuadradas blancas seran necesarias
para rodear 10 baldosas negras alineadas?”” Después de algunos minutos de trabajo en
parejas, hay soluciones y pocos alumnos estan dispuestos a explicarlas a toda la clase.
Mediante una inspeccién rapida se detectan estrategias de solucion correctas y otras
incorrectas, generalizables y no generalizables.

Para facilitar y promover la discusion se elige para la primera intervencion a Yisel,
alumna que ha usado una estrategia no generalizable:

Yisel: sumando siempre dos, obtenemos 26 baldosas blancas
Esta alumna utilizé la misma estrategia en todas las cuestiones numéricas del arbol de
Navidad.

Se pregunta entonces si alguien tiene una estrategia diferente. Varios alumnos
solicitan intervenir. Para animar la discusion, interviene un alumno cuya estrategia no es
correcta.

Pedro: Si 5 baldosas negras necesitan 16 baldosas blancas, 10 negras necesitan

32 blancas.

Profesor: ¢ Como es que el resultado es diferente?

Varios alumnos: jEsta mal!

Profesor, dirigiéndose a Beatriz: ¢ Qué esta mal?

Beatriz: jEl resultado!

Profesor:¢, Puedes explicar donde esta el error?

Beatriz: No lo se, pero no da lo mismo que la primera...

Profesor: ¢ Como sabes que la primera es correcta?

Beatriz: ...(dudando) porqgue el dibujo dice que hay que sumar siempre dos...
Con estas dos intervenciones se pretendia sentar la base de la discusion, no sélo hay que
criticar una solucidn sino que hay que aportar un argumento convincente. En este caso
Beatriz ha optado por sefialar la ley de formacion dada por el dibujo como hecho
concluyente. Asi, la primera estrategia se adapta a la ley de formacion y es por lo tanto
correcta. La segunda no es correcta pues el resultado final no corresponde con la
primera. Sefialemos de paso que, obviamente, no se ha explicitado por qué falla la
segunda estrategia.

Profesor: ¢ Tiene alguien otra solucion diferente?

Julio: Para 1 baldosa negra necesito 8 baldosas blancas, y por cada baldosa

negra necesito dos baldosas blancas mas. Para 10 baldosas negras tengo 8 +

9x2 = 26 baldosas blancas.



Samuel: Yo tengo otra diferente.

Profesor: Explicala.

Samuel: (Sobre el dibujo de la figura 3) Hay tres baldosas blancas al principio
y al final. Por encima y por debajo hay el mismo nimero de baldosas blancas
que negras. Luego 3+3+10+10=26.
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(figura 3)

Ambas explicaciones se produjeron en la pizarra de forma muy rapida pues, ambos
parecen tener prisa en volver a sus asientos. Para Julio y Samuel esta claro que sus
respectivas soluciones son correctas. En el caso de Samuel, su expresion para el calculo
deriva de acciones de descomponer el dibujo en partes y contar los elementos de cada
parte para hallar el total. Julio no ha explicado como ha obtenido su expresion. Otros
alumnos requirieron de Julio y Samuel que explicaran, de nuevo, sus estrategias pues no
las habian entendido plenamente. La explicacion se produce, en ambos casos, repitiendo
lo anterior, aunque en este caso han sido un poco mas claras. Por ejemplo, Julio cuya
explicacion se habia limitado a consignar la expresion para el calculo, aclara como ha
derivado tal expresion, y para tal fin utiliza la figura 2. En su nueva intervencion aclara
como contempla la construccion del objeto de tamafio 4 a partir del de tamafio 1,
separando la columna de tres baldosas blancas de la derecha e introduciendo tres
columnas adicionales de baldosas donde la baldosa central es negra (sefialadas con
flechas en la figura 2). Por fin parece que Julio entiende que la explicaciéon que se le
pide debe referirse a como ha obtenido su regla para el calculo y no sélo a consignar la
expresion aritmética del mismo. Algunos alumnos miran al profesor solicitando la
aprobacion de las dos estrategias expuestas, pues no parece muy usual que un problema
se pueda resolver de dos formas distintas. Otros parecen dar por buenas las estrategias,
pues el resultado es coincidente con el calculo realizado sumando repetidamente dos, y
esta estrategia ha sido aceptada por toda la clase.

Para Julio y Samuel la reflexion sobre las acciones realizadas sobre el dibujo ha
tenido como efecto una generalizacion de la regla de célculo particular. Los otros
alumnos tendran que pasar por el mismo proceso para poder comprobar la validez de las
estrategias explicitadas. El profesor propone abandonar por un momento la situacion y
abordar otro problema del mismo tipo, ya que observa que algunos alumnos que
parecen dudar de las explicaciones dadas por los demas siguen sin entender dénde esta
el fallo en sus estrategias y muestran una cierta obcecacion en las mismas. Son alumnos
que aplican el razonamiento directamente proporcional a este tipo de situaciones.

Profesor: (ver figura 4) Propongo esta otra tarea: ““Baldosas hexagonales”.
Hay que calcular cuantas baldosas blancas son necesarias para rodear 10
negras, como indica el dibujo, pero también cuantas harian falta para rodear
45 negras.
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Yisel proporciona una respuesta acorde con las soluciones que habia dado a otras
cuestiones:
Yisel: He sumado 4 siempre. Para 10 baldosas negras necesito 42 blancas y
para 45 negras necesito 182 blancas.
Debe aclararse que Yisel escribié una suma detallada, formada por el 6, como primer
sumando, y jcuarenta y cuatro sumandos iguales a 4! Desde luego, lo que parece arduo
para el profesor, a veces es lo sencillo y obvio para el alumno. Yisel, por lo tanto, sigue
manteniéndose en una estrategia rutinaria, parece incapaz de dar el salto de un recuento
directo a otro indirecto. Con su intervencion se pretendia que avanzara desde el propio
conocimiento, sin imponer otro punto de vista.

Aranza afirma haber empleado la estrategia que Samuel desarrollo en el problema
anterior y sale a la pizarra a explicar su solucién. Al realizar el dibujo coloca los
hexagonos alineados, reproduciendo la misma disposicién que tenian los cuadrados,
pero ahora con los hexagonos (ver figura 5).
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Aranza, al intentar reproducir la estrategia de Samuel sobre la nueva situacion, modifica
el dibujo para que se parezca al del problema de las baldosas cuadradas. Su
comprension de la estrategia de Samuel estd fuertemente asociada al dibujo de la
situaciéon anterior, es la disposicion particular de las piezas y no las acciones de
descomposicion y recomposicion la base para su comprension de la estrategia. Hay un
cierto revuelo en la clase, pero se permite que Aranza termine su explicacién para el
calculo de 10 baldosas, obteniendo el resultado de 24. Debido al ambiente de murmullo
generado por su intervencion, y al comparar su resultado y el de Yisel, concluye que su
estrategia no es correcta, pero no sabe explicar por qué. Hay intervenciones, esperadas,
por parte de algunos alumnos: jEse dibujo no esta bien! . Otros alumnos sefialan que en
el dibujo de Aranza faltan hexagonos blancos.



A continuacién interviene otra alumna, Ana. Para su explicacién utiliza un dibujo
realizado sobre cuatro baldosas hexagonales:
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(figura 6)

La estrategia de Ana consiste en agrupar de cuatro en cuatro (diferencia constante) las
baldosas blancas. Al final sobran 2 baldosas. Luego la expresion de calculo para cuatro
baldosas negras es 4x4 + 2. Para 10 baldosas negras sera por tanto 4x10 + 2, y para 45
baldosas negras sera 4x45 + 2.

No se encontraron otras soluciones diferentes, pues los alumnos, por lo general,
habian aplicado la estrategia desarrollada por Julio en el anterior problema.

Las estrategias desarrolladas son claramente visuales y consisten en acciones
introducidas sobre el dibujo. El reflejo de tales acciones conduce al establecimiento de
un invariante para la regla de célculo (Garcia Cruz y Martinon, 1997).

Se distinguen las diferentes estrategias de los alumnos por la accién que cada uno
de ellos ejecuta sobre el dibujo y por el invariante establecido. EI comportamiento de
Samuel muestra que es capaz de pasar de una a otra estrategia modificando las acciones
sobre el dibujo y, aunque comprende la estrategia de Julio, no la aplica, pues para él esta
claro que debe contribuir a la discusion en clase con una estrategia diferente. Julio se
muestra muy satisfecho de su estrategia. En la prueba inicial habia utilizado una
estrategia incorrecta, basada en un razonamiento directamente proporcional. Su
confianza en la nueva y correcta estrategia se ve reforzada por dos hechos: ha
funcionado en otra situacion y ademas ha tenido mucho éxito entre los otros alumnos,
pues ha sido imitada; no ve la necesidad de aportar ninguna nueva. Por Gltimo, Ana, que
en la prueba inicial habia utilizado la estrategia de sumar iteradamente la diferencia
constante, después de la primera sesion y del trabajo propuesto para la segunda, ha sido
capaz de elaborar una estrategia propia, diferente y generalizable.

Un hecho importante debe ser sefialado. La aceptacion de la estrategia de Julio por
una gran mayoria de alumnos da un valor social a tal estrategia. ES evidentemente
correcta, pues sus calculos particulares coinciden con los derivados de una estrategia
rutinaria, como es sumar iteradamente la diferencia constante, y muy arraigada como
medio de comprobacidn en los alumnos, aunque algunos no capten su validez por medio
de una comprension profunda de la misma. Esta comprension, como ya hemos sefialado,
se adquiere mediante una actividad reflexiva realizada de forma individual por cada
alumno sobre el dibujo. EIl uso del dibujo, como medio para abstraer y generalizar la
regla de célculo, confirma nuestra hipotesis inicial. Las acciones realizadas sobre los
elementos particulares del cada dibujo llevan a los alumnos a establecer ciertas
relaciones conectivas entre estos, relaciones que se transforman en expresiones de
calculo, donde intervienen las operaciones de sumar y de multiplicar y que constituyen
lo que denominamos invariantes. Invariantes en el sentido en que los alumnos, que han
pasado por este proceso cognitivo, establecen una generalizacion de la regla de célculo a
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partir de aplicar dicho invariante a otros calculos concretos. Es la estructura general del
invariante, y no los elementos numéricos concretos, lo que da el caracter genérico a la
regla de célculo. Asi pues, en primer lugar, se tiene una generalizacion intensional,
abstraccion de la estructura general de la regla de calculo, que se compone de elementos
variables y elementos constantes, y, en segundo lugar, una generalizacion extensional
por ampliacion del rango de los elementos variables (Dorfler, 1991).

Para una mejor comprension de las estrategias expuestas, se les pidié a los alumnos
que resolvieran otras cuestiones planteadas en los dos problemas, mediante las
estrategias que no habian empleado. Ademas, se les pidié que su resoluciéon no se
limitara a un mero calculo, sino que deberian explicar las estrategias empleadas con sus
propias palabras y que en ellas, podian utilizar referencias al dibujo que acompafia a
cada situacion. Consideramos esta parte de la tarea como de vital importancia, pues por
un lado, fuerza a los alumnos a interpretar mas de una estrategia y por otro lado prepara
el camino hacia la simbolizacion de cada una de las estrategias empleadas.

La tercera sesion se dedico a introducir simbolos para las estrategias particulares.
La introduccién de simbolos es clave en el proceso de generalizacion pues ayuda a
descontextualizar los calculos particulares y a que las expresiones correspondientes sean
objeto de reflexion por si mismas. Siguiendo un esquema de traduccion entre simbolos
y elementos concretos, se simbolizaron las correspondientes estrategias. Para esta parte
se contd con los alumnos que eran capaces de simbolizar, pues habian dado tales
respuestas en la prueba inicial. La estrategia de Samuel, fue simbolizada para cada caso
particular, pues es claramente dependiente del dibujo.

2 blancas porcada 1 negra—— 2n

AOO0000
‘e @@
"000000 /

2 blancas por cada 1 negra—— 2n

(figura 7)

Una vez simbolizadas las estrategias se simplificaron las correspondientes
expresiones, resaltandose el hecho de que las expresiones simbdlicas resultantes son
idénticas a las obtenidas mediante la estrategia de Ana. Asi, una simbolizacién como es
2n + 2n + 2, que se obtiene de aplicar una accion de descomposicion del dibujo en tres
partes, dos variables y una constante, una vez simplificada y obtenido 4n + 2, permite
observar el dibujo mediante otra accion diferente, que consiste en el agrupamiento de
cuatro en cuatro de las baldosas hexagonales blancas, quedando un resto de dos
baldosas (ver figura 7). Esta Gltima actividad es importante en el proceso de dar
significado a las expresiones simbolicas en relacion con las acciones particulares
desarrolladas sobre el dibujo, pues para aquellos alumnos que tienen dificultad en dar el
salto desde una expresion concreta a una simbolica este tipo de actividad sirve para
facilitar tal transito.
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La cuarta sesién se dedic6 a plantear y resolver problemas del mismo tipo, a
presentar diferentes estrategias, a dar las correspondientes interpretaciones con
referencia al dibujo, a simbolizar las mismas y a simplificarlas, dando a la expresion
simplificada una interpretacion con referencia concreta a acciones de descomposicién
del dibujo.

Conclusiones

Hemos querido presentar de la forma mas vivida posible el relato de los episodios
relevantes de la experiencia, con el animo de quién lo desee lo pueda ensayar. Aunque
como afirma Freudenthal (1991, 160-161), en las ciencias sociales, y la educacion es
una de ellas, replicar un experimento solo es posible excepcionalmente, en contraste con
lo que ocurre con otras ciencias, como la fisica. Sin embargo, algunas ideas pueden
servir como guia general.

El profesor debe tener idea previa, aunque no siempre podra tenerla completa, de
las posibles soluciones que los alumnos daran a la tarea. En la presentacion de las
soluciones en clase, obviamente, se debe empezar por las incorrectas 0 no
generalizables, pues son las que mejor facilitan la discusion. Luego se pediran diferentes
correctas y se deberd usar el tiempo necesario de tal forma que los alumnos las
presenten con todo detalle y no s6lo como un relato lineal de los procedimientos de
calculo. Esta parte, como ya sefialamos, es importantisima, pues la propia explicacion se
convierte en objeto del discurso del alumno y facilita la comprension profunda de las
estrategias desarrolladas.

No basta con una Unica situacion o problema, y habra que repetir el mismo proceso,
dependiendo del tema y de los alumnos, un cierto nimero de veces. El tiempo empleado
en desarrollar el habito de pensar y reflexionar sobre los propios actos y los de los otros
siempre proporciona recompensa.
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